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Streszczenie

W pracy doktorskiej dowodzimy, że zanurzenia Sobolewa dla przestrzeni Słobodeckiego

zdefiniowanych na przestrzeni metrycznej z miarą są równoważne z regularnością Ahlforsa

z dołu. Ponadto pokazujemy, że przestrzeń Słobodeckiego zdefiniowana na przestrzeni

metrycznej z miarą regularną z dołu może być w sposób ciągły zanurzona w ułamkową

przestrzeń Hajłasza-Sobolewa, która jest szczególnym przypadkiem przestrzeni Hajłasza-

Triebla–Lizorkina. Oprócz tego, wskazujemy warunki konieczne i wystarczające na zwar-

tość zanurzeń przestrzeni Słobodeckiego, ułamkowych przestrzeni Hajłasza-Sobolewa,

przestrzeni Hajłasza-Triebla–Lizorkina oraz przestrzeni Hajłasza-Biesowa zdefiniowanych

na przestrzeni metrycznej z miarą. Wiele wyników jest ilustrowanych poprzez różnorodne

przykłady. Jako produkt uboczny naszych badań, otrzymaliśmy wzmocnione wersje na-

rzędzi przydatnych w analizie takich jak charakteryzacja całkowicie ograniczonych prze-

strzeni metrycznych z miarą, uogólnienie twierdzenia Hansona czy odwrotne twierdzenie

Łuzina.

Słowa kluczowe: przestrzenie metryczne z miarą, przestrzenie Sobolewa, ułam-

kowe przestrzenie, regularność Ahlforsa, twierdzenie Rellicha–Kondraszowa, zanurze-

nia Sobolewa, zwartość zanurzeń, przestrzenie Hajłasza-Triebla–Lizorkina, przestrzenie

Hajłasza-Biesowa.
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Abstract

We prove that Sobolev-type embeddings of Slobodeckij spaces defined on a metric mea-

sure space are equivalent to the Ahlfors lower regularity of the underlying measure. More-

over, we show that Slobodeckij space defined on the Ahlfors lower regular metric-measure

spaces can be continuously embedded into a fractional Hajłasz-Sobolev space, which is

a special case of Hajłasz-Triebel–Lizorkin space. We also establish necessary and sufficient

conditions guaranteeing compactness of embeddings of the Slobodeckij, fractional Hajłasz-

Sobolev spaces, Hajłasz-Triebel–Lizorkin spaces, and Hajłasz-Besov spaces defined on the

metric-measure spaces. Many results are illustrated by some examples. As a byproduct of

our research, we obtain reinforced versions of analytical tools usefull in analysis such as

characterization of totally bounded metric-measure spaces, improved Hanson’s theorem

and reversed Lusin’s theorem.

Keywords: metric-measure spaces, Sobolev spaces, fractional spaces, Ahlfors regu-

larity, Rellich–Kondrachov theorem, Sobolev embeddings, compact embedding, Hajłasz-

Triebel–Lizorkin spaces, Hajłasz-Besov spaces.
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Wstęp

Niniejsza rozprawa poświęcona jest badaniu ciągłości i zwartości zanurzeń pomiędzy

przestrzeniami Słobodeckiego, Hajłasza-Sobolewa, Hajłasza-Biesowa, Hajłasza-Triebla-

Lizorkina, przestrzeniami Höldera oraz przestrzeniami Lebesgue’a, zdefiniowanych na

przestrzeniach metrycznych z niezdegenerowaną miarą borelowską. Jeśli Ω jest mierzal-

nym podzbiorem Rn oraz α ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞), to przestrzeń Słobodeckiego Wα,p(Ω)

definiujemy jako klasę funkcji u ∈ Lp(Ω) takich, że

[u]W α,p(Ω) =
(∫

Ω

∫
Ω

|u(x) − u(y)|p
|x− y|n+αp

dxdy

)1/p

< ∞.

Wielkość [ · ]W α,p(Ω) znana jest w literaturze jako półnorma Gagliardo, półnorma

Słobodeckiego czy półnorma Aronszajna, gdyż to oni jako pierwsi zaczęli badać jej wła-

sności w latach 50 ubiegłego stulecia [11, 44, 99]. Od tamtej pory, teoria przestrzeni

Słobodeckiego na podzbiorach Rn jest wciąż rozwijana i jej wyniki to:

• charakteryzacja ciągłych zanurzeń Sobolewa [30, 31, 35, 80, 102, 107],

• istnienie operatorów rozszerzania [31, 70, 102, 103, 107],

• zwartość zanurzeń [30, 31, 91],

• gęstość funkcji gładkich w Wα,p(Ω) [12, 31, 32, 36, 37, 41],

• własności półnormy przy α → 0+, α → 1− [22, 23, 24, 25, 33, 68, 87],

• nierówności typu Pólya-Segő [3, 81],

• ograniczoność funkcji maksymalnej [83]

oraz wiele winnych. Podobnie jak przestrzenie Sobolewa, przestrzenie Słobodeckiego od-

grywają fundamentalną rolę w teorii równań różniczkowych cząstkowych. Przy ich po-

mocy można scharakteryzować ślady funkcji z W 1,p(Ω), co pozwala na rozważanie równań
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Wstęp

różniczkowych sformułowanych w słabym sensie z ustalonym warunkiem brzegowym. Po-

nadto znajdują one zastosowania m.in. w analizie równań różniczkowych zadanych przez

ułamkowy laplasjan, w teorii regularności równań Naviera-Stokesa [14, 28] czy też w za-

gadnieniach ze swobodnym brzegiem [94]. Więcej przykładów zastosowań teorii przestrzeni

Słobodeckiego w analizie równań różniczkowych można znaleźć w [31].

Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę borelowską µ. W la-

tach 90 ubiegłego wieku Hajłasz pokazał w pracy [53], że jeśli p ∈ (1,∞], to u ∈ W 1,p(Rn)

wtedy i tylko wtedy, gdy u ∈ Lp(Rn) oraz istnieje nieujemna funkcja g ∈ Lp(Rn) i zbiór

miary zero E ⊆ Rn takie, że nierówność

|u(x) − u(y)| ≤ |x− y|(g(x) + g(y))

zachodzi dla wszystkich x, y ∈ Rn \E. Powyższa charakteryzacja przestrzeni Sobolewa nie

odwołuje się do struktury różniczkowej przestrzeni euklidesowej, a jedynie do pojęć topo-

logicznych i teoriomiarowych. Doprowadziło to do definicji przestrzeni Hajłasza-Sobolewa

M1,p(X, d, µ) (definicja 64), które uogólniają pojęcie przestrzeni Sobolewa na dowolną

przestrzeń metryczną z miarą. Podejście zaproponowane przez Hajłasza nie jest jedynym

sposobem w jaki można zdefiniować przestrzeń Sobolewa na przestrzeniach metrycznych.

Shanmugalingam w [95] wprowadziła przy pomocy narzędzi z [66] tzw. przestrzenie New-

tonowskie N1,p(X, d, µ), a inni autorzy rozważali takie przestrzenie jak:

• przestrzenie Korevaara-Schoena KS1,p(X, d, µ) [74],

• przestrzenie Cheegera Ch1,p(X, d, µ) [27],

• przestrzenie Poincaré P 1,p(X, d, µ) [76],

• inne definicje przestrzeni Sobolewa, na przykład w [96, 98].

Jednakże w rozprawie skupimy się na podejściu zaproponowanym przez Hajłasza i nie

będziemy odwoływać się do powyższych definicji przestrzeni Sobolewa.

Dla α ̸= 1 przestrzenie Mα,p(X, d, µ) jako pierwszy rozważał Yang w pracy [106],

które jak się okazuje są szczególnym przypadkiem przestrzeni Hajłasza-Triebla-Lizorkina

Mα
p,q(X, d, µ) wprowadzonych w artykule [78] razem z przestrzeniami Hajłasza-Biesowa

Nα
p,q(X, d, µ), jako uogólnienie przestrzeni Triebla-Lizorkina Fα

p,q i przestrzeni Biesowa Bα
p,q

(uwaga 69). Od tamtej pory teoria przestrzeni Mα,p(X, d, µ), Mα
p,q(X, d, µ), Nα

p,q(X, d, µ)

jest wciąż intensywnie rozwijana [4, 7, 8, 46, 47, 56, 57, 61, 62, 63, 72, 73].

12



Głównym celem rozprawy doktorskiej, wpisującym się w powyższy nurt analizy na

przestrzeniach metrycznych, było rozwinięcie teorii przestrzeni Słobodeckiego zdefiniowa-

nych na przestrzeniach metrycznych z miarą zadanych przez półnormę Gagliardo postaci

[u]W α,p
s (X,d,µ) =

( ∫∫
0<d(x,y)<1

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)
)1/p

.

Przestrzenie Wα,p
s (X, d, µ) zdefiniowane przy pomocy powyższej półnormy były rozważane

m.in. w pracach [21, 35, 90, 92]. Warto w tym miejscu zaznaczyć, że w literaturze częściej

rozważaną definicją przestrzeni Słobodeckiego na przestrzaniach metrycznych z miarą są

przestrzenie Wα,p(X, d, µ) z półnormą Gagliardo daną przez

[u]Wα,p(X,d,µ) =
( ∫∫

0<d(x,y)<1

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)αpµ(B(x, d(x, y))) dµ(y)dµ(x)

)1/p

.

Nietrudno pokazać, że jeśli µ jest s-regularna z dołu,1 to [u]pWα,p(X,d,µ) ≤ b[u]pW α,p
s (X,d,µ)

oraz [u]pWα,p(X,d,µ) ≥ b−1[u]pW α,p
s (X,d,µ), gdy µ jest s-regularna z góry. Niewątpliwie prze-

wagą powyższego podejścia jest brak parametru s, który ma za zadanie imitować wymiar

przestrzeni. W praktyce przestrzenie Wα,p(X, d, µ) bardzo trudno się analizuje bez zakła-

dania warunku podwajania na µ, podczas gdy dla przestrzeni Wα,p
s (X, d, µ) można otrzy-

mać interesujące wyniki, które są prawdziwe również dla miar niespełniających warunku

podwajania. Czytelnika zainteresowanego teorią przestrzeni Wα,p(X, d, µ) i jej zastosowa-

niami odsyłamy do [18, 19, 26, 38, 46, 77, 82, 86, 105].

Przejdziemy teraz do szczegółowego omówienia struktury rozprawy. Praca podzielona

jest na trzy rozdziały. W pierwszym z nich wprowadzamy niezbędne pojęcia, definiu-

jemy kluczowe obiekty i pokazujemy ich własności na potrzeby kolejnych rozdziałów.

Na początku przypominamy elementarne pojęcia z topologii i teorii miary, a następnie

omawiamy koncepcję regularności miary, warunków podwajania, własności przestrzeni

całkowicie ograniczonych oraz pokazujemy charakteryzację zwartości w przestrzeniach

Lp i L0. Na koniec rozdziału omawiamy własności przestrzeni jednostajnie doskona-

łych, własności operatora mediany oraz definiujemy przestrzenie Słobodeckiego, Hajłasza-

Sobolewa, Hajłasza-Biesowa oraz Hajłasza-Triebla-Lizorkina. Wyniki w tym rozdziale ta-

kie jak stwierdzenie 36, twierdzenie 48 czy twierdzenie 20 zgodnie z naszą wiedzą są nowe
1µ jest s-regularna z dołu, jeśli dla pewnego b > 0, wszystkich z ∈ X i r ∈ (0, 1] µ(B(z, r)) ≥ 1

b r
s.

Podobnie, jeśli dla pewnego b > 0, wszystkich z ∈ X i r ∈ (0, 1] µ(B(z, r)) ≤ brs, to wtedy µ jest

s-regularna z góry.
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Wstęp

i pojawią się w pracy [6]. Ponadto podrozdział 1.6 pochodzi z artykułu [51] i przedsta-

wiamy w nim narzędzia z pracy [4] niezwykle przydatne do badania warunków koniecz-

nych na zachodzenie ciągłych zanurzeń Sobolewa, wzmocnione na przypadek przestrzeni

lokalnie jednostajnie doskonałych.

Drugi rozdział poświęcony jest charakteryzacji ciągłych zanurzeń Sobolewa dla prze-

strzeni Wα,p
s (X, d, µ) oraz ciągłości zanurzeń w ułamkowe przestrzenie Hajłasza-Sobolewa.

W pracy [35] zostało pokazane, że jeśli αp < s, to s-regularność miary z dołu jest warun-

kiem wystarczającym na zachodzenie ciągłego zanurzenia

Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ Lp∗(X,µ), (1)

gdzie p∗ = sp/(s − αp). Jednym z celów doktoratu było pokazanie, że jeśli miara jest

s-regularna z dołu oraz αp ≥ s, to ciągłe zanurzenia Sobolewa dla Wα,p
s (X, d, µ) również

zachodzą, tzn. w przypadku αp > s

Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ C0,α−s/p(X, d) (2)

oraz jeśli αp = s, to istnieją stałe C1, C2 ∈ (0,∞) takie, że dla wszystkich z ∈ X, R ∈ (0, 1]

i każdego niezerowego u ∈ Wα,p
s (X, d, µ) zachodzi

inf
c∈R

−
∫

B(z,R)
exp

(
|u(x) − c|

C1∥u∥W α,p
s (X,d,µ)

)
dµ(x) ≤ C2. (3)

Zanurzenie (2) udało się pokazać (twierdzenie 77) i jest to jeden z głównych wyników

artykułu [52], natomiast (3) udało się pokazać dla R ∈ (0, 1/3] (twierdzenie 76 (ii)) oraz

dla R ∈ (0, 1] przy dodatkowych założeniach na przestrzeń metryczną z miarą (twier-

dzenie 80 (i)). Dowód opiera się na metodzie Campanato dla przestrzeni metrycznych

z miarą ([49]) zastosowanej do operatora mediany. Ponadto, korzystając z idei z prac [4,

108], pokazujemy, że dla s-regularnych z góry, lokalnie jednostajnie doskonałych prze-

strzeni metrycznych z miarą dolna s-regularność jest warunkiem koniecznym na zacho-

dzenie zanurzeń (1), (2), (3). Ta część rozdziału pochodzi w całości z pracy [51]. Na koniec

rozdziału drugiego pokazujemy twierdzenie 88, z którego w szczególności wynika, że dla

miar s-regularnych z dołu zawsze zachodzi ciągłe zanurzenie

Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ Mα,p(X, d, µ). (4)

Warto tutaj zaznaczyć, że przy pomocy powyższego zanurzenia i teorii zanurzeń Sobolewa

dla przestrzeni Hajłasza-Sobolewa [4, 53, 55] można otrzymać zanurzenia (2), (3), jednakże
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na dzień pisania pracy [52] nie było dla nas jasne czy w ten sposób otrzymamy (2), (3)

dla wszystkich α, p ∈ (0,∞). Obecnie można pokazać powyższe zanurzenia przy pomocy

(4) oraz wyników z pracy [9] w pełnej ogólności, jednakże zaprezentowana przez nas

metoda jest bezpośrednia i znalazła zastosowanie w teorii zanurzeń przestrzeni Orlicza-

Słobodeckiego [13].

W ostatnim rozdziale, prezentujemy wyniki dotyczące zwartości zanurzeń przestrzeni

Mα
p,q(X, d, µ), Nα

p,q(X, d, µ) oraz Wα,p
s (X, d, µ). Pierwotnie interesował nas problem zwar-

tości zanurzeń przestrzeni Słobodeckiego w Lp(X,µ). W bardzo wczesnej wersji pracy [52],

dowodziliśmy twierdzenia 117 w przypadku θ = s bezpośrednio, korzystając z twierdzenia

Vitalego (twierdzenie 46) oraz wersji twierdzenia Hansona (twierdzenie 48) pochodzącej

z [15]. Później dopiero zauważyliśmy, że zanurzenie (4) zachodzi, co oznacza że dowodząc

twierdzenia 117 można wykorzystać wyniki dotyczące zwartości zanurzenia

Mα,p(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ), (5)

które było badane m.in. w [10, 19, 48, 55, 58, 65, 69, 71]. Jednakże zgodnie z naszą wiedzą,

w literaturze nie było na tyle silnej wersji twierdzenia pokazującego zwartość zanurzenia

(5) takiej, aby z (4) otrzymać twierdzenie 117 bez dodatkowych założeń na przestrzeń

metryczną z miarą. Ku naszemu zdziwieniu okazało się, że nasz dowód twierdzenia 117

można zaadaptować do przestrzeni Mα,p(X, d, µ) i otrzymać, że dla całkowicie ograniczo-

nych2 przestrzeni metrycznych z miarą (X, d, µ) zanurzenia (5) są zwarte dla wszystkich

α, p ∈ (0,∞) (twierdzenie 4.1 w [52], które jest szczególnym przypadkiem wniosku 106).

Postanowiliśmy więc kontynuować badania w tym kierunku i otrzymaliśmy wiele intere-

sujących rezultatów dotyczących zwartości zanurzeń

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X, ν), (6)

gdzie α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞], p̃ ∈ [0, p] oraz ν jest miarą absolutnie ciągłą względem µ,

określoną na tym samym σ-ciele. Na początku trzeciego rozdziału pokazujemy wyniki do-

tyczące zwartości zanurzeń (6) dla p̃ ∈ [0, p). Okazuje się (twierdzenie 94, twierdzenie 96,

wniosek 97), że w tym przypadku warunkiem wystarczającym jest całkowalność pochod-

nej Radona-Nikodyma dν
dµ

. Ponadto w przypadku ν = µ i p̃ ∈ (0, p) z twierdzenia 98

wynika, że zwartość zanurzeń (6) jest równoważna z µ(X) < ∞.
2Warto zaznaczyć, że dzięki stwierdzeniu 36 z założeń twierdzenia 117 wynika, że (X, d) jest całkowicie

ograniczona.
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Wstęp

W podrozdziale 3.2 omawiamy przypadek p̃ = p. Jednym z głównych wyników roz-

prawy jest twierdzenie 101, przy pomocy którego można badać zwartość zanurzeń (6) dla

p̃ = p, nawet gdy przestrzeń metryczna jest nieograniczona, a obie miary µ i ν są nieskoń-

czone. Dalsza część podrozdziału 3.2 poświęcona jest analizie warunków gwarantujących

spełnienie założeń twierdzenia 101. Jednym z nich jest wprowadzona w pierwszym roz-

dziale całkowalność miary µ względem ν, tzn. zakładamy, że dla każdego r ∈ (0,∞)∫
X

1
µ(B(x, r)) dν(x) < ∞.

Inne warunki, gwarantujące spełnienie założeń twierdzenia 101, przedstawiamy w uwa-

gach 107 i 108.

W kolejnym podrozdziale zajmujemy się zwartością zanurzeń

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p̃,r(X, d, ν), Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p̃,r(X, d, ν), (7)

Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p̃,r(X, d, ν), Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p̃,r(X, d, ν) (8)

dla α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞], p̃ ∈ (0, p], β ∈ (0, α) oraz ν << µ. Kluczowy okazuje się

lemat 110, który orzeka, że ciągi ograniczone w Mα
p,q(X, d, ν) lub Nα

p,q(X, d, ν), zbieżne

w Lp(X, ν) muszą być również zbieżne w Mβ
p,r(X, d, ν) i Nβ

p,r(X, d, ν). Stąd natychmiast

otrzymujemy charakteryzację zwartych zanurzeń (7), (8) w przypadku µ = ν i p̃ = p

(twierdzenia 111 i 112) oraz wzmocnienie twierdzeń dotyczących zwartych zanurzeń z po-

przednich podrozdziałów (wniosek 114, wniosek 115 i wniosek 116).

Na koniec rozdziału pokazujemy wyniki dotyczące zwartości zanurzeń dla przestrzeni

Słobodeckiego, rezultaty dotyczące relacji pomiędzy zwartością zanurzeń (6) i warunkami

podwajania oraz prezentujemy różnorodne przykłady.

Wyniki z ostatniego rozdziału w głównej mierze pochodzą z pracy [6], poza wynikami

z podrozdziału 3.4, które pochodzą z [52] (za wyjątkiem stwierdzenia 119 i wniosku 120,

które nie zostały opublikowane). Warto zaznaczyć, że w artykule [6] badamy zwartość

zanurzeń (6), (7), (8), w przypadku gdy (X, d) jest przestrzenią quasi-metryczną, tzn.

zamiast symetryczności i nierówności trójkąta zakładamy, że istnieją stałe C,K ∈ [1,∞)

takie, że dla wszystkich x, y, z ∈ X

d(x, y) ≤ Cd(y, x) oraz d(x, y) ≤ K(d(x, z) + d(z, y)).

Jednakże wyniki z ostatniego rozdziału są nowe nawet w kontekście przestrzeni metrycz-

nych, więc w celu uspójnienia rozprawy ograniczyliśmy się do analizy na przestrzeniach

metrycznych.
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Rozdział 1

Preliminaria

1.1 Elementarne pojęcia z teorii miary i topologii

Definicja 1 (Przestrzeń topologiczna). Załóżmy, że dany jest zbiór X oraz rodzina jego

podzbiorów τ . Ponadto załóżmy, że dla każdej podrodziny {Uα : α ∈ I} ⊆ τ następujące

warunki są spełnione:

(i) ∅, X ∈ τ ;

(ii) ⋃
α∈I

Uα ∈ τ ;

(iii) jeśli #I < ∞, to ⋂
α∈I

Uα ∈ τ .

Wówczas τ nazywamy topologią na X, a parę (X, τ) przestrzenią topologiczną. Elementy

rodziny τ nazywamy zbiorami otwartymi, a ich dopełnienia zbiorami domkniętymi.

Definicja 2 (Przestrzeń metryczna). Niech dany będzie zbiór X oraz funkcja d : X×X →

[0,∞). Załóżmy, że dla wszystkich x, y, z ∈ X spełnione są następujące warunki:

(i) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

(ii) d(x, y) = d(y, x);

(iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Wówczas parę (X, d) nazywamy przestrzenią metryczną, a funkcję d metryką. Własności

(i), (ii), (iii) nazywamy odpowiednio niezdegenerowaniem, symetrycznością i nierównością

trójkąta.
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Jeśli E,F ⊆ X są niepustymi zbiorami, to odległość pomiędzy E i F definiujemy

wzorem

dist(E,F ) = inf
x∈E,y∈F

d(x, y).

Ponadto jeśli E ⊆ X oraz x ∈ X, to skrótowo piszemy dist(x,E) = dist({x}, E). Z nie-

równości trójkąta łatwo wynika, że dla każdego zbioru E, ∅ ≠ E ⊆ X oraz x, y ∈ X

zachodzi

dist(x,E) ≤ d(x, y) + dist(y, E) (1.1.1)

oraz dla każdego x ∈ X i niepustych zbiorów E,F ⊆ X mamy

dist(E,F ) ≤ dist(x,E) + dist(x, F ). (1.1.2)

Definicja 3. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną. Ustalmy x ∈ X i r > 0. Kulą

o środku w x i promieniu r nazwiemy zbiór

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

Podzbiór U ⊆ X nazwiemy otwartym w (X, d), jeśli dla każdego x ∈ U istnieje r > 0

taki, że B(x, r) ⊆ U . Łatwo można sprawdzić, że rodzina

τd = {U ⊆ X : U jest otwarty w (X, d)}

zadaje na X topologię. Średnicą przestrzeni metrycznej (X, d) nazwiemy wielkość

diamX = sup
x,y∈X

d(x, y).

Uwaga 4. Jeśli (X, d) jest przestrzenią metryczną, x ∈ X i r > diamX, to B(x, r) = X.

Dowód. Niech y /∈ B(x, r). To oznacza, że d(x, y) ≥ r > diamX ≥ d(x, y).

Przestrzeń ciągłych i ograniczonych funkcji rzeczywistych określonych na przestrzeni

metrycznej (X, d) oznaczamy przez C(X, d). Jest to przestrzeń Banacha z normą

∥u∥C(X,d) = sup
x∈X

|u(x)|.

Definicja 5 (Przestrzenie Höldera). Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną oraz

niech α ∈ (0,∞). Powiemy, że u : X → R jest α-Hölderowsko ciągła, jeśli istnieje stała

Hα taka, że dla wszystkich x, y ∈ X

|u(x) − u(y)| ≤ Hα d(x, y)α.
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1.1. Elementarne pojęcia z teorii miary i topologii

Przestrzeń ograniczonych funkcji α-Hölderowsko ciągłych oznaczamy przez C0,α(X, d) i za-

dajemy na niej normę

∥u∥C0,α(X,d) = ∥u∥C(X,d) + [u]C0,α(X,d),

gdzie

[u]C0,α(X,d) = sup
x,y∈X,x ̸=y

|u(x) − u(y)|
d(x, y)α

.

Definicja 6 (σ-ciało). Niech X będzie zbiorem oraz M będzie pewną rodziną jego pod-

zbiorów. Powiemy, że M jest σ-ciałem, jeśli spełnione są następujące warunki:

(i) ∅ ∈ M;

(ii) jeśli A ∈ M, to również X \ A ∈ M;

(iii) jeśli An ∈ M dla n ∈ N, to wówczas ⋃
n∈N

An ∈ M.

Parę (X,M) zazwyczaj nazywamy przestrzenią mierzalną, a elementy M zbiorami mie-

rzalnymi. Najprostszymi przykładami σ-ciał jest zbiór wszystkich podzbiorów 2X danego

zbioru oraz σ-ciało trywialne, tzn. rodzina składająca się tylko z X i zbioru pustego. Nato-

miast jeśli mamy wyróżnioną pewną podrodzinę, niekoniecznie będącą σ-ciałem, możemy

rozważać najmniejsze σ-ciało zawierające tę rodzinę.

Definicja 7 (σ-ciało generowane przez rodzinę, σ-ciało zbiorów borelowskich). Niech X

będzie zbiorem oraz A ⊆ 2X . Wówczas σ-ciałem generowanym przez rodzinę A nazwiemy

σ-ciało

σ(A) =
⋂{

M ⊆ 2X : A ⊆ M i M jest σ-ciałem
}
.

Jeśli (X, τ) jest przestrzenią topologiczną, to σ(τ) nazywamy σ-ciałem zbiorów borelow-

skich i oznaczamy jako B(X, τ) lub skrótowo B(X).

Lemat 8. Jeśli (X, d) jest ośrodkową przestrzenią metryczną, to

B(X ×X) = B(X) ⊗ B(X).

Dowód. Natychmiast wynika z [20, lemat 6.4.2].

Definicja 9 (Miara, przestrzeń z miarą). Niech (X,M) będzie przestrzenią mierzalną.

Funkcję µ : M → [0,∞] nazywamy miarą, jeśli spełnione są następujące warunki
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(i) µ(∅) = 0;

(ii) jeśli zbiory {An : n ∈ N} ⊆ M są parami rozłączne, to µ
( ⋃

n∈N
An

)
= ∑

n∈N
µ(An).

Wówczas trójkę (X,M, µ) nazywamy przestrzenią z miarą. W celu uproszczenia notacji,

odwołując się do definicji przestrzeni z miarą, rozważamy tylko parę (X,µ), gdyż σ-ciało

M wynika z kontekstu jako dziedzina odwzorowania µ.

Definicja 10 (Miara borelowska). Niech (X,M, µ) będzie przestrzenią z miarą, a τ to-

pologią na X. Powiemy, że µ jest borelowska, jeśli B(X, τ) ⊆ M.

Definicja 11 (Mierzalność). Niech (X,M) będzie przestrzenią mierzalną. Funkcję u :

X → [−∞,∞] nazwiemy mierzalną, jeśli dla każdego c ∈ R

u−1([−∞, c]) ∈ M.

Definicja 12 (Przestrzenie Lebesgue’a). Niech (X,µ) będzie przestrzenią z miarą. Dla

p ∈ (0,∞] rozważamy zbiór

L̃p(X,µ) = {u : X → [−∞,∞] : u jest mierzalna oraz ∥u∥Lp(X,µ) < ∞},

gdzie

∥u∥Lp(X,µ) =



(∫
X

|u(x)|p dµ(x)
)1/p

, gdy p ∈ (0,∞),

ess sup
x∈X

|u(x)|, gdy p = ∞.

Następnie przestrzeń Lp(X,µ) definiujemy jako przestrzeń ilorazową

L̃p(X,µ)/∼,

gdzie ∼ jest relacją równości µ-prawie wszędzie. Dla p ∈ [1,∞] przestrzeń Lp(X,µ)

z normą ∥ · ∥Lp(X,µ) jest przestrzenią Banacha, natomiast dla p ∈ (0, 1) jest to przestrzeń

quasi-Banacha.

Definicja 13 (Przestrzeń metryczna z miarą). Niech (X, d) będzie przestrzenią me-

tryczną, a µ będzie miarą borelowską na X. Ponadto załóżmy, że µ jest niezdegenerowana,

tzn. dla każdego x ∈ X i wszystkich r ∈ (0,∞)

0 < µ(B(x, r)) < ∞.

Wówczas trójkę (X, d, µ) nazywamy przestrzenią metryczną z miarą.
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1.2. Regularność miary

Dla wygody czytelnika i na potrzeby rozdziału 3, w którym będziemy pracować

z dwiema miarami określonymi na tym samym σ-ciele, postaramy się trzymać konwencji,

w której niezdegenerowaną miarę oznaczamy przez µ. Natomiast gdy w naszych rozważa-

niach miara nie musi być niezdegenerowana, to będziemy ją oznaczać przez ν. Z poniższego

stwierdzenia wynika, że każda przestrzeń metryczna z miarą jest ośrodkowa.

Stwierdzenie 14. [50, twierdzenie 2] Przestrzeń metryczna jest ośrodkowa wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje na niej niezdegenerowana miara borelowska.

1.2 Regularność miary

Przypomnimy teraz dwie odmienne koncepcje regularności miary.

1.2.1 Regularność Ahlforsa

Definicja 15. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech s ∈ (0,∞).

Powiemy, że (X, d, µ) jest s-regularna z góry, jeśli istnieje stała b ∈ (0,∞) taka, że dla

wszystkich x ∈ X oraz r ∈ (0, 1]

µ(B(x, r)) ≤ brs. (1.2.1)

Analogicznie, jeśli dla pewnej stałej b ∈ (0,∞), wszystkich x ∈ X i r ∈ (0, 1] mamy

µ(B(x, r)) ≥ 1
b
rs, (1.2.2)

to powiemy, że (X, d, µ) jest s-regularna z dołu. Natomiast jeśli dla pewnego b ∈ (0,∞),

wszystkich x ∈ X i r ∈ (0, 1] obie te nierówności są spełnione, to powiemy, że (X, d, µ)

jest s-regularna.

Gdy będziemy odwoływać się do powyższych definicji zazwyczaj będziemy skrótowo

mówić o s-regularności samej miary.

1.2.2 Borelowska regularność

Definicja 16. Niech (X, τ) będzie przestrzenią topologiczną oraz niech ν będzie bore-

lowską miarą określoną na σ-ciele M. Powiemy, że ν jest borelowsko regularna, jeśli dla

każdego zbioru mierzalnego E ∈ M

ν(E) = inf{ν(B) : B ∈ B(X) oraz E ⊆ B}.
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Łatwo uzasadnić, że ν jest borelowsko regularna wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego

zbioru E ∈ M istnieje zbiór borelowski B taki, że E ⊆ B oraz

ν(E) = ν(B).

Definicja 17. Niech (X, τ) będzie przestrzenią topologiczną z miarą borelowską ν. Po-

wiemy, że ν jest zewnętrznie regularna, jeśli dla każdego zbioru mierzalnego E

ν(E) = inf{ ν(U) : E ⊆ U i U jest otwarty}.

Natomiast jeśli dla każdego zbioru mierzalnego E zachodzi

ν(E) = sup{ ν(C) : C ⊆ E i C jest domknięty},

to powiemy, że ν jest wewnętrznie regularna.

Stwierdzenie 18. [40, twierdzenie 2.2.2] Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną z bo-

relowsko regularną miarą ν. Załóżmy, że X jest przeliczalną sumą zbiorów otwartych

o mierze skończonej. Wówczas ν jest zewnętrznie i wewnętrznie regularna.

1.2.3 Twierdzenie Łuzina

Poniższa wersja twierdzenia Łuzina będzie nam potrzebna do pokazania, że przy założeniu

borelowskiej regularności miary twierdzenie 48 staje się równoważnością.

Twierdzenie 19 (Łuzin). Niech (X, τ) będzie przestrzenią topologiczną i niech ν będzie

skończoną, zewnętrznie i wewnętrznie regularną miarą. Dla każdej mierzalnej, skończonej

ν-prawie wszędzie funkcji u i dla każdego ε > 0 istnieje domknięty zbiór Gε taki, że:

(i) u|Gε jest ciągła;

(ii) ν(X \Gε) < ε.

Na ogół w literaturze ([40, twierdzenie 2.3.5], [42, twierdzenie 7.10] lub [39, twierdzenie

1.14]) zakłada się, że (X, τ) jest lokalnie zwartą przestrzenią Hausdorffa, a ν jest skończoną

miarą Radona. Wówczas można wymagać aby zbiór Gε był zwarty, jednakże nam nie

będzie to potrzebne.
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Dowód. Niech {Vn}∞
n=1 będzie bazą topologii euklidesowej na R. Zdefiniujmy

En = u−1(Vn), E∞ = u−1({−∞,∞}).

Ustalmy ε > 0. Z założenia o regularności, możemy znaleźć otwarte zbiory Un i domknięte

zbiory Cn takie, że Cn ⊆ En ⊆ Un oraz

ν(Un \ Cn) < ε/2n+1.

Ponieważ ν(E∞) = 0, to istnieje zbiór otwarty U∞ taki, że E∞ ⊆ U∞ oraz ν(U∞ \E∞) <

ε/2. Definiujemy zbiory

Fε =
∞⋃

n=1

(
Un \ Cn

)
∪ U∞ oraz Gε = X \ Fε.

Zbiór Fε jest otwarty oraz ν(Fε) < ε. Niech g = u|Gε
. Wówczas dla dowolnego n ∈ N

g−1(Vn) = En ∩Gε = Un ∩Gε.

W takim razie zbiór g−1(Vn) jest otwarty w topologii indukowanej na Gε. Ponieważ zbiory

{Vn}∞
n=1 są bazą topologii euklidesowej na R, kończy to dowód ciągłości g.

Okazuje się, że zachodzenie twierdzenia Łuzina implikuje borelowską regularność

miary. Dokładniejszą analizę związku pomiędzy regularnością miary i zachodzeniem pew-

nych wersji twierdzenia Łuzina ukaże się w pracy [5].

Twierdzenie 20. Niech (X, τ, ν) będzie przestrzenią topologiczną ze skończoną miarą

borelowską ν. Zakładamy, że dla każdej mierzalnej i skończonej ν-prawie wszędzie funkcji

u i dla każdego ε > 0 istnieje zbiór borelowski Bε taki, że:

(i) u|Bε
jest ciągła;

(ii) ν(X \Bε) < ε.

Wówczas ν jest borelowsko regularna.

Dowód. Niech A będzie mierzalnym podzbiorem X. Z założeń wynika, że dla każdego

n ∈ N istnieje zbiór borelowski Bn taki, że ν(X \ Bn) < 1/n oraz funkcja un := χA|Bn

jest ciągła. Stąd wynika, że u−1
n ({1}) = A∩Bn jest domknięty w topologi τ |Bn

. W takim

razie możemy znaleźć zbiór Cn, który jest domknięty w τ , taki że A ∩ Bn = Cn ∩ Bn.

Ponieważ

A =
(
A ∩Bn) ∪

(
A \Bn

)
⊆
(
Cn ∩Bn) ∪

(
X \Bn

)
∈ B(X) (1.2.3)
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oraz

ν(A) ≤ ν
((
Cn ∩Bn) ∪

(
X \Bn

))
≤ ν(A) + 1/n,

więc zbiór

B =
∞⋂

n=1

(
Cn ∩Bn) ∪

(
X \Bn

)
jest zbiorem borelowskim, zawiera zbiór A oraz spełnia ν(A) = ν(B).

1.3 Warunki podwajania

Przypomnimy teraz bardzo dobrze znane w literaturze warunki podwajania, przy za-

łożeniu których wiele wyników z klasycznej analizy harmonicznej daje się uogólnić na

przypadek przestrzeni metrycznych wyposażonych w miarę borelowską.

Definicja 21. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną oraz µ niech będzie miarą

borelowską. Powiemy, że µ jest podwajająca, jeśli istnieje stała Cd ∈ (0,∞) taka, że dla

wszystkich x ∈ X i r ∈ (0,∞) mamy

0 < µ(B(x, 2r)) ≤ Cd µ(B(x, r)) < ∞.

Definicja 22. Powiemy, że przestrzeń metryczna (X, d) jest geometrycznie podwajająca,

jeśli istnieje liczba naturalna M taka, że dla wszystkich x ∈ X i r ∈ (0,∞) możemy

znaleźć punkty {xi}M
i=1 ⊆ X takie, że

B(x, 2r) ⊆
M⋃

i=1
B(xi, r).

Okazuję się, że dla przestrzeni metrycznych wyposażonych w miarę podwajającą musi

zachodzić zachodzić warunek geometrycznego podwajania. Zostało to zauważone w pracy

[29].

Twierdzenie 23 (Coiffman-Weiss). Każda przestrzeń metryczna z podwajającą miarą jest

geometrycznie podwajająca.

Z drugiej strony jeśli zupełna przestrzeń metryczna jest geometrycznie podwajająca, to

musi na niej istnieć miara podwajająca. Zostało to pokazane w pracy [104] dla zwartych,

geometrycznie podwajających przestrzeni metrycznych . Później w artykule [84] założenie

o zwartości zostało osłabione do zupełności.
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Twierdzenie 24 (Volberg-Konyagin-Lukkainen-Saksmann). Niech (X, d) będzie zupełną,

geometrycznie podwajającą przestrzenią metryczną. Wtedy na (X, d) istnieje miara po-

dwajająca.

Warto zaznaczyć, że w powyższym twierdzeniu założenie o zupełności przestrzeni me-

trycznej jest istotne. (Q, | · |) jest geometrycznie podwajającą przestrzenią metryczną

i gdyby istniała na niej miara podwajająca, to na mocy [85, twierdzenie 1], każdy punkt

dodatniej miary byłby punktem izolowanym. Ponieważ żaden punkt w (Q, | · |) nie jest

izolowany, więc miara każdego punktu musi być równa zero. Zatem z przeliczalności Q

miara całej przestrzeni również będzie równa zero.

Dla każdego n naturalnego Rn jest geometrycznie podwajająca, więc dowolny zwarty

podzbiór E ⊆ Rn również będzie geometrycznie podwajający. Poniższy przykład pokazuje,

że istnieją zwarte przestrzenie metryczne, które nie są geometrycznie podwajające.

Przykład 25 (Kostka Hilberta). Oznaczmy H = {a ∈ [0, 1]N : ∀m ∈ N a(m) ≤ 1/m}.

Wówczas (H, ∥ · ∥ℓ2(N)) jest zwartą przestrzenią metryczną, która nie jest geometrycznie

podwajająca.

Dowód. Zwartość kostki Hilberta jest dobrze znana ([67, str. 190: ćwiczenie 6]), więc

pokażemy tylko, że (H, ∥ · ∥ℓ2(N)) nie jest geometrycznie podwajająca. Przypuśćmy, że

(H, ∥ · ∥ℓ2(N)) jest geometrycznie podwajająca. Wówczas istnieje takie M ∈ N, że dla

dowolnego ε > 0 możemy znaleźć punkty {xi}M
i=1 ⊆ H spełniające

B(0, 4ε) ⊆
M⋃

i=1
B(xi, ε). (1.3.1)

Ustalmy ε ∈ (0, 1/(4M)). Istnieje N ∈ N takie, że

2ε ≤ 1/N < 4ε. (1.3.2)

W szczególności to oznacza, że N > M . Dla n = 1, 2, . . . , N definiujemy

un(m) =


1/N, jeśli m = n,

0, jeśli m ̸= n.

Wówczas un ∈ H oraz z nierówności (1.3.2) wynika, że

un ∈ B(0, 4ε) \B(0, 2ε),
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więc z (1.3.1) mamy

un ∈
M⋃

i=1
B(xi, ε).

Dla dowolnego n ∈ {1, 2, . . . , N} zdefiniujmy j(n) ∈ {1, . . . ,M} wzorem

j(n) = min{i ∈ {1, . . . ,M} : un ∈ B(xi, ε)}.

Stąd

xj(n) ∈ B(un, ε)

oraz dla n ̸= k, mamy

∥un − uk∥ℓ2(N) =
√

2/N > 1/N ≥ 2ε,

skąd wynika, że kule {B(un, ε)}N
n=1 są parami rozłączne. To oznacza, że odwzorowanie

j : {1, 2, . . . , N} → {1, . . . ,M} jest różnowartościowe. W takim razie N ≤ M , więc

doprowadziliśmy do sprzeczności, ponieważ N > M .

Poniższy lemat pokazuje, że w przypadku miar podwajających, nie ma znaczenia czy

mówimy o mierze skończonej czy przestrzeni ograniczonej.

Lemat 26. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą podwajającą. Wówczas

µ(X) < ∞ wtedy i tylko wtedy, gdy diamX < ∞.

Dowód. Jeśli diamX < ∞, to natychmiast µ(X) < ∞, gdyż X = B(x0, 2 diamX) dla

dowolnego x0 ∈ X. Załóżmy, że µ(X) < ∞ i przypuśćmy, że diamX = ∞. Dla ustalonego

x0 ∈ X możemy znaleźć ciąg xn ∈ X taki, że rn := d(xn, x0) → ∞. Wówczas

µ(B(x0, rn)) ≤ µ(B(xn, 2rn)) ≤ C2
dµ(B(xn, rn/2))

≤ C2
dµ(X\B(x0, rn/2)) = C2

d

(
µ(X) − µ(B(x0, rn/2))

)
.

Po przejściu granicznym otrzymujemy

µ(X) ≤ 0,

co oznacza, że µ(X) = 0. Ponieważ zakładamy, że miara każdej kuli jest dodatnia, więc

stąd wynika, że X = ∅.
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1.3.1 Warunki δ-podwajania i podwajania w nieskończoności

Wprowadzamy teraz dwa nowe warunki przypominające warunek podwajania. Jak się póź-

niej okaże, będą one uniemożliwiały zachodzenie zwartych zanurzeń rozważanych w pod-

rozdziale 3.2.

Definicja 27. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech δ ∈ (0,∞).

Powiemy, że µ jest δ-podwajająca, jeśli istnieje liczba Cδ ∈ (0,∞) taka, że dla wszystkich

x ∈ X

µ(B(x, 2δ)) ≤ Cδµ(B(x, δ)). (1.3.3)

Definicja 28. Niech (X, d, µ) będzie nieograniczoną przestrzenią metryczną z miarą skoń-

czoną. Powiemy, że µ jest podwajająca w nieskończoności, jeśli istnieje punkt x0 ∈ X taki,

że

lim inf
R→∞

µ(X \B(x0, R))
µ(X \B(x0, 2R)) < ∞. (1.3.4)

Powyższe definicje oczywiście nie są równoważne, ponieważ w przypadku warunku δ-

podwajania nie wymagamy od przestrzeni metrycznej, aby była nieograniczona, ani żeby

miała skończoną miarę. Jednakże nawet w przypadku skończonych miar zdefiniowanych

na nieograniczonych przestrzeniach metrycznych powyższe warunki się nie implikują. Po-

kazują to poniższe przykłady.

Przykład 29. Rozważmy ([0,∞), d, µ), gdzie d jest odległością euklidesową a µ jest miarą

zadaną przez dµ = f(x)dx dla f ≡ 1 na [0, 1) oraz

f(x) = ak exp(2kx− 2 · 4k), jeśli x ∈ [2k, 2k+1)

dla k ≥ 0, gdzie ak = 1/(1 − exp(−4k)). Wówczas µ jest podwajająca w nieskończoności,

ale nie jest δ-podwajająca dla żadnej δ ∈ (0,∞).

Dowód. Dla każdego l ∈ N mamy

µ
(
[2l, 2l+1)

)
= al

∫
(2l,2l+1)

exp(2lx− 2 · 4l) dx = al 2−l
∫

(−4l,0)

ey dy = 2−l.

Niech N ∈ N i k ∈ N będzie takie, że 2k ≤ N < 2k+1. Wówczas

µ(X \B(0, N))
µ(X \B(0, 2N)) ≤ µ(X \B(0, 2k))

µ(X \B(0, 2k+2)) =
∑∞

l=k 2−l∑∞
l=k+2 2−l

= 4
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i stąd wynika, że µ jest podwajająca w nieskończoności.

Pokażemy teraz, że µ nie jest δ-podwajająca dla żadnej δ ∈ (0,∞). Niech δ ∈ (0,∞)

i ustalmy dowolne k ∈ N ∩ [2,∞), które spełnia δ < 2k−2. Ponieważ 2k + 2δ < 3
22k, więc

mamy

µ(B(2k + δ, δ)) ≤ ak

∫
(2k, 3

2 2k)

exp(2kx− 2 · 4k)dx = ak2−k
(

exp
(

− 1
24k

)
− exp

(
− 4k

))
.

Z drugiej strony zachodzi

µ(B(2k + δ, 2δ)) ≥ µ((2k − δ, 2k)) = ak−1

∫
(2k−δ,2k)

exp(2k−1x− 2 · 4k−1)dx

= 2−k+1ak−1(1 − exp(−δ2k−1)).

Łącząc powyższe nierówności, otrzymujemy, że

µ(B(2k + δ, 2δ))
µ(B(2k + δ, δ)) ≥ 2ak−1

ak

1 − exp(−δ2k−1)
exp

(
− 1

24k
)

− exp
(

− 4k
) → ∞

przy k → ∞. Stąd wynika, że µ nie jest δ-podwajająca.

Przykład 30. Rozważmy (N, d, µ), gdzie d jest metryką euklidesową oraz µ({n}) = 2−n

dla każdego n ∈ N. Wówczas (N, d, µ) jest δ-podwajająca dla wszystkich δ ∈ (0,∞), ale

nie jest podwajająca w nieskończoności.

Dowód. Zaczniemy od pokazania, że dla każdej δ ∈ (0,∞) spełniony jest warunek δ-

podwajania. Jeśli δ ∈ (0, 1], to dla n ≥ 1

µ(B(n, 2δ))
µ(B(n, δ)) ≤ 2−n+1 + 2−n + 2−n−1

2−n
= 7/2.

Zatem możemy założyć, że δ ∈ (1,∞). Jeśli δ ∈ N oraz n ∈ N, to wówczas

µ(B(n, 2δ))
µ(B(n, δ)) ≤

n+2δ−1∑
k=n−2δ+1

2−k

n+δ−1∑
k=n

2−k

=
2−n+2δ−1

4δ−2∑
k=0

2−k

2−n
δ−1∑
k=0

2−k

= 22δ−1 1 − 2−4δ+1

1 − 2−δ
.

Natomiast jeśli δ ̸∈ N, to δ ∈ (m,m+ 1) dla pewnego m ∈ N. Wówczas dla n ∈ N

µ(B(n, 2δ))
µ(B(n, δ)) ≤ µ(B(n, 2(m+ 1)))

µ(B(n,m)) = µ(B(n, 2(m+ 1)))
µ(B(n,m+ 1))

µ(B(n,m+ 1))
µ(B(n,m))

≤ µ(B(n, 2(m+ 1)))
µ(B(n,m+ 1))

µ(B(n, 2m))
µ(B(n,m)) ≤ Cm+1 Cm,
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gdzie Cm i Cm+1 są stałymi z nierówności (1.3.3) odpowiednio dla δ = m oraz δ = m+ 1.

Zostało nam do pokazania, że dla każdego x0 ∈ N warunek (1.3.4) nie jest spełniony.

Ustalmy więc x0 ∈ N i niech R > x0. Wówczas

µ(X \B(x0, R))
µ(X \B(x0, 2R)) =

∞∑
k=⌈x0+R⌉

2−k

∞∑
k=⌈x0+2R⌉

2−k
= 2⌈x0+2R⌉−⌈x0+R⌉ = 2⌈2R⌉−⌈R⌉,

gdzie przez ⌈x⌉ oznaczamy najmniejszą liczbę całkowitą nie mniejszą niż x. Przechodząc

z R → ∞, otrzymujemy

µ(X \B(x0, R))
µ(X \B(x0, 2R)) → ∞.

1.4 Własności przestrzeni całkowicie ograniczonych

1.4.1 Zbiory δ-rozdzielone

Definicja 31. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną i niech δ ∈ (0,∞). Zbiór A ⊆ X

nazwiemy δ-rozdzielonym, jeśli dla wszystkich x, y ∈ A takich, że x ̸= y mamy d(x, y) ≥ δ.

Ponadto powiemy, że A jest maksymalnym zbiorem δ-rozdzielonym, jeśli dla każdego

zbioru δ-rozdzielonego Ã zachodzi implikacja

A ⊆ Ã =⇒ A = Ã.

Uwaga 32. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika, że dla każdej przestrzeni metrycznej

(X, d) i każdej δ ∈ (0,∞) istnieje maksymalny zbiór δ-rozdzielony.

Dokładniejszą analizę związku pomiędzy istnieniem zbiorów δ-rozdzielonych i zacho-

dzeniem pewnych wersji aksjomatu wyboru można znaleźć w pracy [34].

Uwaga 33. Jeśli (X, d) jest przestrzenią metryczną oraz A jest zbiorem δ-rozdzielonym,

to rodzina kul {B(a, δ/2)}a∈A jest parami rozłączna. Ponadto jeśli A jest maksymalnym

zbiorem δ-rozdzielonym, to

X =
⋃

a∈A

B(a, δ).

Stwierdzenie 34. Przestrzeń metryczna jest ośrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla każ-

dej δ ∈ (0,∞) dowolny zbiór δ-rozdzielony jest co najwyżej przeliczalny.
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Dowód. „⇐” Niech An oznacza maksymalny zbiór 1/n-rozdzielony. Zdefiniujmy A =
∞⋃

n=1
An. Wówczas A jest co najwyżej przeliczalny i na mocy uwagi 33, A jest gęsty w

(X, d). Zatem (X, d) jest ośrodkowa.

„⇒” Niech D będzie przeliczalnym zbiorem gęstym w (X, d) i niech A będzie zbiorem

δ-rozdzielonym dla δ ∈ (0,∞). Zdefiniujmy

DA = D ∩
⋃

a∈A

B(a, δ/2).

Rodzina kul {B(a, δ/2)}a∈A jest parami rozłączna, więc dla każdego x ∈ DA istnieje

dokładnie jeden element ax ∈ A taki, że x ∈ B(ax, δ/2). Możemy więc zdefiniować od-

wzorowanie g : DA → A wzorem g(x) = ax. Ponieważ D był ośrodkiem, więc dla każdego

a ∈ A możemy znaleźć x ∈ D taki, że a ∈ B(x, δ/2), co implikuje x ∈ B(a, δ/2). Zatem

a = g(x). Otrzymaliśmy, że odwzorowanie g jest suriekcją, a ponieważ zbiór DA był co

najwyżej przeliczalny, więc A również musi być co najwyżej przeliczalny.

1.4.2 Całkowita ograniczoność

Definicja 35. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną. Powiemy, że podzbiór Y ⊆ X

jest całkowicie ograniczony, jeśli dla każdego ε > 0 istnieje skończony zbiór A ⊆ X taki,

że

Y ⊆
⋃

a∈A

B(a, ε).

Taki zbiór A, spełniający powyższą inkluzję, nazywamy ε-siecią.

Dla przestrzeni metrycznych z miarą zachodzi następująca charakteryzacja całkowitej

ograniczoności przy pomocy tzw. funkcji podparcia i warunku δ-podwajania.

Stwierdzenie 36. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą. Wówczas na-

stępujące warunki są równoważne:

(i) (X, d) jest całkowicie ograniczona;

(ii) µ(X) < ∞ oraz dla wszystkich r ∈ (0,∞) h(r) := inf
x∈X

µ(B(x, r)) > 0;

(iii) diamX < ∞ oraz µ jest δ-podwajająca dla δ ∈ (0, diamX].
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Dowód. „(i) ⇒ (ii)” Zakładamy, że (X, d) jest całkowicie ograniczona, więc dla r ∈ (0,∞),

możemy znaleźć punkty x1, ..., xN ∈ X takie, że

X =
N⋃

i=1
B(xi, r/2). (1.4.1)

Z (1.4.1) wynika w szczególności, że µ(X) < ∞, ponieważ miara każdej kuli jest skoń-

czona. Niech C(r) = min
i∈{1,...,N}

µ(B(xi, r/2)). Miara każdej kuli jest dodatnia, zatem C(r) >

0. Dla każdego x ∈ X możemy znaleźć j ∈ {1, . . . , N} takie, że B(xj, r/2) ⊆ B(x, r), więc

µ(B(x, r)) ≥ C(r).

„(ii) ⇒ (iii)” Przypuśćmy, że diamX = ∞. Ustalmy r > 0 i konstruujemy ciąg w na-

stępujący sposób: Niech x1 ∈ X będzie dowolnym punktem. Bierzemy dowolny punkt

x2 ∈ X \ B(x1, 2r), a następnie x3 ∈ X \
(
B(x1, 2r) ∪ B(x2, 2r)

)
. Po wybraniu punk-

tów {xi}n
i=1 definiujemy xn+1 jako dowolny punkt ze zbioru X \

n⋃
i=1

B(xi, 2r). Punkt taki

istnieje, bo gdyby zbiór X \
n⋃

i=1
B(xi, 2r) był pusty, to by oznaczało, że diamX < ∞.

Z powyższej konstrukcji otrzymujemy ciąg {xn}∞
n=1 taki, że dla m > n xm /∈ B(xn, 2r).

Stąd wynika, że rodzina kul {B(xn, r)}∞
n=1 jest parami rozłączna, a zatem

µ(X) ≥ µ

( ∞⋃
n=1

B(xn, r)
)

=
∞∑

n=1
µ(B(xn, r)) ≥

∞∑
n=1

h(r) = ∞.

W takim razie diamX < ∞. Stąd już dla wszystkich x ∈ X i δ ∈ (0, diamX] mamy

µ(B(x, 2δ)) = µ(B(x, 2δ))
µ(B(x, δ)) µ(B(x, δ)) ≤ µ(X)

h(δ) µ(B(x, δ)).

„(iii) ⇒ (i)” Ustalmy ε > 0 i niech A będzie maksymalnym ε-rozdzielonym zbiorem

w (X, d). Wystarczy pokazać, że A jest skończony. Niech k ∈ N będzie najmniejszą liczbą

taką, że 2kε > diamX. Kule B(x, ε/2) są parami rozłączne a zbiór A jest co najwyżej

przeliczalny, zatem z uwagi 4

µ(X) ≥
∑
a∈A

µ(B(a, ε/2)) ≥ C−1
ε/2

∑
a∈A

µ(B(a, ε)) ≥ (Cε/2 Cε)−1 ∑
a∈A

µ(B(a, 2ε))

≥ . . . ≥ (Cε/2 Cε . . . C2k−1ε)−1 ∑
a∈A

µ(B(a, 2kε)) ≥
( k∏

l=0
C2l−1ε

)−1
µ(X) #A.

Stąd otrzymujemy

#A ≤
k∏

l=0
C2l−1ε < ∞,

co kończy dowód stwierdzenia.

Wniosek 37. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą. Jeśli µ jest s-

regularna z dołu i µ(X) < ∞, to (X, d) jest całkowicie ograniczona.
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1.4.3 Twierdzenie Arzela-Ascolego

Poniższe twierdzenie pokazuje, że zarówno dla klasycznego twierdzenia Arzeli-Ascolego jak

i dla twierdzenia o zwartych zanurzeniach pomiędzy przestrzeniami funkcji hölderowsko

ciągłych, całkowita ograniczoność przestrzeni metrycznej jest optymalnym założeniem.

Twierdzenie 38. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną. Następujące warunki są

równoważne:

(i) (X, d) jest całkowicie ograniczona;

(ii) na (X, d) zachodzi twierdzenie Arzela-Ascolego, tzn. dowolna, ograniczona rodzina

funkcji F ⊆ C(X, d), jeśli jest jednakowo ciągła, tzn.

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀u ∈ F)(∀x, y ∈ X) d(x, y) < δ ⇒ |u(x) − u(y)| < ε,

to jest prezwarta w C(X, d);

(iii) dla wszystkich 0 < β < α < ∞ zanurzenie

C0,α(X, d) ↪→ C0,β(X, d)

jest zwarte;

(iv) istnieją liczby 0 < β < α ≤ 1 takie, że zanurzenie

C0,α(X, d) ↪→ C0,β(X, d)

jest zwarte.

Dowód. Dowód implikacji „(i) ⇒ (ii)” można znaleźć w [17, twierdzenie D6.1], implikacja

„(iii) ⇒ (iv)” jest oczywista, natomiast implikacja „(iv) ⇒ (i)” została pokazana w [88,

twierdzenie 4.16].

Implikacja „(ii) ⇒ (iii)” jest powszechnie znana (w przypadku euklidesowym dowód

można znaleźć na przykład w [45, lemat 6.33]). Poniżej zamieszczamy jej prosty dowód.

Niech u ∈ C0,α(X, d) i ustalmy ε ∈ (0,∞). Ponieważ dla t ∈ (0, 1) zachodzi tβ > tα,

zatem

[u]C0,β(X,d) ≤ sup
0<d(x,y)<ε

|u(x) − u(y)|
d(x, y)β

+ sup
d(x,y)≥ε

|u(x) − u(y)|
d(x, y)β

≤ ε−β sup
0<d(x,y)<ε

|u(x) − u(y)|
d(x, y)β/εβ

+ 2ε−β∥u∥C(X,d)

≤ εα−β[u]C0,α(X,d) + 2ε−β∥u∥C(X,d). (1.4.2)
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Z powyższego rachunku w szczególności wynika, że operator zanurzenia i : C0,α(X, d) →

C0,β(X, d) jest zawsze dobrze zdefiniowany i ciągły.

Niech F ⊆ C0,α(X, d) będzie ograniczoną rodziną i oznaczmy M = sup
f∈F

∥f∥C0,α(X,d).

Wówczas dla każdego u ∈ F i wszystkich x, y ∈ X

|u(x) − u(y)| ≤ Md(x, y)α.

Stąd wynika, że rodzina F jest jednakowo ciągłą, ograniczoną rodziną w C(X, d), więc

z założenia (ii) jest prezwarta. To oznacza, że dowolny ciąg w F zawiera podciąg {un}n∈N ,

który jest ciągiem Cauchy’ego w C(X, d). Wstawiając un − um do (1.4.2) dla n,m ∈ N

wynika, że dla dowolnego ε ∈ (0,∞) zachodzi

[un − um]C0,β(X,d) ≤ εα−β[un − um]C0,α(X,d) + 2ε−β∥un − um∥C(X,d)

≤ 2εα−βM + 2ε−β∥un − um∥C(X,d).

Stąd wynika, że {u}n∈N jest ciągiem Cauchy’ego w C0,β(X, d), co kończy dowód.

1.4.4 Lemat Ulama

Lemat 39. (Ulam) Niech (X, d) będzie ośrodkową przestrzenią metryczną i niech ν bę-

dzie skończoną miarą borelowską na X. Wówczas dla każdego ε > 0 istnieje domknięty

i całkowicie ograniczony zbiór Gε taki, że ν(X \Gε) < ε.

Niniejszy lemat w przypadku miar probabilistycznych zdefiniowanych na ośrodkowych

i zupełnych przestrzeniach metrycznych jest dobrze znany w literaturze jako lemat Ulama

[16, twierdzenie 1.3]. Jeśli opuścimy założenie zupełności przestrzeni, to lemat wciąż jest

prawdziwy, jednakże zbiór Gε może już nie być zwarty.

Dowód. Niech {xj}∞
j=1 będzie gęstym podzbiorem w (X, d). Dla m, k ∈ N definiujemy

Am,k =
k⋃

j=1
B(xj, 1/m).

Z gęstości zbioru {xj}∞
j=1 wynika, że dla dowolnego m ∈ N mamy ⋃∞

k=1 Am,k = X, więc

stąd wynika, że

lim
k→∞

ν(Am,k) = ν(X).

W takim razie dla każdego m ∈ N istnieje liczba km taka, że

ν(X \ Am,km) ≤ 1/2m. (1.4.3)
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Ustalmy ε > 0 i niech n ∈ N będzie najmniejszą liczbą naturalną spełniającą 21−n < ε.

Zdefiniujmy zbiór

Gε =
∞⋂

m=n

Am,km .

Ponieważ Gε jest częścią wspólną zbiorów domkniętych, więc musi być również zbiorem

domkniętym. Dla ustalonej δ ∈ (0,∞) niech m ∈ N spełnia m > max{1
δ
, n}. Z inkluzji

Gε ⊆ Am,km =
km⋃
j=1

B(xj, 1/m) ⊆
km⋃
j=1

B(xj, δ)

otrzymujemy, że {xj}km
j=1 jest skończoną δ-siecią zbioru Gε. Z dowolności δ wynika całko-

wita ograniczoność Gε. Ponadto z nierówności (1.4.3) mamy

ν(X \Gε) = ν(X \
∞⋂

m=n

Am,km) = ν(
∞⋃

m=n

X \ Am,km)

≤
∞∑

m=n

ν(X \ Am,km) ≤ 21−n < ε,

co kończy dowód lematu.

Wniosek 40. Niech (X, d) będzie ośrodkową przestrzenią metryczną i niech ν będzie σ-

skończoną miarą borelowską. Wówczas istnieją zbiory domknięte i całkowicie ograniczone

{Gn}∞
n=1 oraz zbiór F typu Gδ, ν(F ) = 0 takie, że

F = X \
∞⋃

n=1
Gn.

Dowód. Niech {En}∞
n=1 będą wstępującymi zbiorami o mierze skończonej takimi, że

∞⋃
n=1

En = X.

Dla n ∈ N niech νn = ν
¬
En. Z lematu 39 zastosowanego dla miary νn wynika, że możemy

znaleźć domknięty i całkowicie ograniczony zbiór Gn ⊆ X taki, że

νn(X \Gn) ≤ 1/n.

Niech G = ⋃∞
n=1 Gn. Pokażemy, że F = X \G jest zbiorem miary zero. Ponieważ

F = X \G =
∞⋃

n=1
En \G =

∞⋃
n=1

En \
∞⋃

m=1
Gm =

∞⋃
n=1

∞⋂
m=1

En \Gm,

więc wystarczy pokazać, że dla każdego n ∈ N zbiór ⋂∞
m=1 En \ Gm jest zbiorem miary

zero. Ponieważ νn(X \Gn) = ν(En \Gn) oraz zbiory En były wstępujące, więc dla każdego

N ≥ n mamy

ν

( ∞⋂
m=1

En \Gm

)
≤ ν(En \GN) ≤ ν(EN \GN) ≤ 1/N.
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Przechodząc z N do nieskończoności, otrzymujemy, że zbiór ⋂∞
m=1 En \Gm ma miarę zero,

a zatem i zbiór F . Ponieważ F = ⋂∞
n=1 X \ Gn oraz zbiory Gn są domknięte, więc stąd

wynika, że F jest zbiorem typu Gδ.

1.4.5 Całkowalność miary

Uwaga 41. Jeśli (X, d, µ) jest przestrzenią metryczną z miarą, to można pokazać, że dla

każdego r ∈ (0,∞) odwzorowanie x 7→ µ(B(x, r)) jest półciągłe z dołu. W związku z tym

odwzorowanie

x 7→ 1
µ(B(x, r)) ,

rozważane w definicji 42, jest mierzalne.

Definicja 42. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą. Powiemy, że µ jest

całkowalna, jeśli dla każdego r ∈ (0,∞)

∫
X

1
µ(B(x, r)) dµ(x) < ∞.

Ponadto jeśli dla pewnej miary ν określonej na tym samym σ-ciele co µ i dla każdego

r ∈ (0,∞)

∫
X

1
µ(B(x, r)) dν(x) < ∞,

to powiemy, że µ jest całkowalna względem ν.

Stwierdzenie 43. Niech (X, d, µ) będzie całkowicie ograniczoną przestrzenią metryczną

z miarą. Wówczas µ jest całkowalna.

Dowód. Ze stwierdzenia 36 wynika, że h(r) = inf
x∈X

µ(B(x, r)) > 0 oraz µ(X) < ∞. Stąd

∫
X

1
µ(B(x, r))dµ(x) ≤ µ(X)/h(r) < ∞.

Stwierdzenie 44. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą spełniającą wa-

runek δ-podawajania dla pewnej δ ∈ (0,∞). Jeśli diamX = ∞, to µ nie jest całkowalna.
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Dowód. Niech A ⊆ X będzie maksymalnym 2δ-rozdzielonym zbiorem. (X, d) jest nieogra-

niczona, więc A musi zawierać nieskończenie wiele elementów. Ponadto dla dowolnych

x, y ∈ A, x ̸= y mamy B(x, δ) ∩B(y, δ) = ∅. Stąd

∫
X

1
µ(B(x, δ))dµ(x) ≥

∑
y∈A

∫
B(y,δ)

1
µ(B(x, δ))dµ(x)

≥
∑
y∈A

∫
B(y,δ)

1
µ(B(y, 2δ))dµ(x)

=
∑
y∈A

µ(B(y, δ))
µ(B(y, 2δ)) ≥

∑
y∈A

1
Cδ

= ∞.

1.5 Zwartość w L0(X, ν) i w Lp(X, ν)

W naszych rozważaniach dotyczących zwartości zanurzeń w rozdziale 3 kluczową rolę

odegra przestrzeń funkcji mierzalnych. Dzięki twierdzeniom 46 i 48 problem pokazania

zwartości operatora zanurzenia w Lp sprowadza się do sprawdzenia p-jednakowej całko-

walności oraz warunków gwarantujących nam zwartość w L0.

1.5.1 Przestrzeń L0(X, ν)

Niech (X, ν) będzie przestrzenią z miarą taką, że ν(X) < ∞. Oznaczmy przez L̃0(X, ν)

zbiór wszystkich funkcji mierzalnych, skończonych ν-prawie wszędzie. Następnie wpro-

wadzamy L0(X, ν) = L̃0(X, ν)/∼, gdzie przez ∼ oznaczyliśmy relację równości ν-prawie

wszędzie. Wreszcie dla f, g ∈ L0(X, ν) definiujemy odległość w L0(X, ν) wzorem

ρ(f, g) =
∫
X

|f(x) − g(x)|
1 + |f(x) − g(x)| dν(x).

Uwaga 45. Przestrzeń (L0(X, ν), ρ) jest zupełną przestrzenią metryczną oraz zbieżność

w metryce ρ jest równoważna zbieżności względem miary ν.

Dowód. Funkcja t 7→ t
1+t

jest rosnąca na [0,∞) i ograniczona z góry przez 1, więc dla
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f, g, h ∈ L0(X, ν) mamy

ρ(f, h) =
∫
X

|f(x) − h(x)|
1 + |f(x) − h(x)| dν(x) ≤

∫
X

|f(x) − g(x)| + |g(x) − h(x)|
1 + |f(x) − g(x)| + |g(x) − h(x)| dν(x)

=
∫
X

|f(x) − g(x)|
1 + |f(x) − g(x)| + |g(x) − h(x)| + |g(x) − h(x)|

1 + |f(x) − g(x)| + |g(x) − h(x)| dν(x)

≤
∫
X

|f(x) − g(x)|
1 + |f(x) − g(x)| dν(x) +

∫
X

|g(x) − h(x)|
1 + |g(x) − h(x)| dν(x) = ρ(f, g) + ρ(g, h).

Niezdegenerowanie i symetryczność ρ są jasne. Ponadto dla ε ∈ (0,∞), z monotoniczności

odwzorowania t 7→ t
1+t

otrzymujemy

ε

1 + ε
ν({x ∈ X : |f(x) − g(x)| > ε}) ≤

∫
{x∈X:|f(x)−g(x)|>ε}

|f(x) − g(x)|
1 + |f(x) − g(x)| dν(x)

≤ ρ(f, g)

=
∫

{x∈X:|f(x)−g(x)|≤ε}

|f(x) − g(x)|
1 + |f(x) − g(x)| dν(x)

+
∫

{x∈X:|f(x)−g(x)|>ε}

|f(x) − g(x)|
1 + |f(x) − g(x)| dν(x)

≤ ε

1 + ε
ν(X) + ν({x ∈ X : |f(x) − g(x)| > ε}).

Jeśli fn zbiega do f względem miary, to stąd dla każdego ε ∈ (0,∞) otrzymujemy

lim sup
n→∞

ρ(fn, f) ≤ ε

1 + ε
ν(X),

a zatem

lim
n→∞

ρ(fn, f) = 0.

Natomiast zupełność ρ wynika z zupełności zbieżności względem miary (dowód tego faktu

można znaleźć w [42, twierdzenie 2.30]).

1.5.2 Twierdzenia Vitalego i Frécheta

Dowód poniższej wersji twierdzenia Vitalego można znaleźć w [79].

Twierdzenie 46 (Vitali). Niech (X, ν) będzie przestrzenią ze skończoną miarą i niech

p ∈ (0,∞). Wówczas podzbiór F ⊆ Lp(X, ν) jest całkowicie ograniczony wtedy i tylko

wtedy, gdy spełnione są następujące warunki:
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(i) F jest całkowicie ograniczony w L0(X, ν);

(ii) F jest p-jednakowo całkowalna, tzn.

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀D ∈ M) ν(D) < δ =⇒ sup
f∈F

∫
D

|f(x)|p dν(x) < ε.

Twierdzenie 47. (Frechet) Niech (X, ν) będzie przestrzenią z miarą skończoną. Pod-

zbiór F ⊆ L0(X, ν) jest całkowicie ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego ε > 0

istnieje λ > 0, parami rozłączne zbiory mierzalne X1, X2, . . . , Xn takie, że X = ⋃n
i=1 Xi

oraz dla każdego u ∈ F znajdziemy zbiór mierzalny E(u) ⊆ X taki, że spełnione są

następujące warunki:

(i) ν(E(u)) < ε;

(ii) |u(x) − u(y)| < ε, jeśli x, y ∈ Xi\E(u);

(iii) |u(x)| ≤ λ dla x ∈ X\E(u).

Dowód. „⇐” Ustalmy ε > 0 i niech δ = ε/(1+2ν(X)). Z (i), (ii), (iii) wynika, że istnieje

λ > 0 oraz parami rozłączne zbiory X1, X2, . . . , Xn spełniające X = ⋃n
i=1 Xi takie, że dla

dowolnego u ∈ F znajdziemy zbiór E(u) ⊆ X taki, że ν(E(u)) < δ, |u(x)| ≤ λ dla

x ∈ X\E(u) oraz dla x, y ∈ Xi \ E(u) mamy |u(x) − u(y)| < δ.

Niech M = ⌈λ/δ⌉ i rozważmy następującą rodzinę funkcji

S =
{

n∑
i=1

δmiχXi
(x) : mi ∈ {−M, . . . ,M} dla i ∈ {1, 2, . . . , n}

}
.

Ustalmy u ∈ F . Dla liczb całkowitych spełniających −M ≤ m ≤ M zdefiniujmy

następujące zbiory

Am = u−1([δm, δ(m+ 1))).

Ponieważ λ ≤ δM , więc

X \ E(u) ⊆
M⋃

m=−M

Am. (1.5.1)

Teraz zdefiniujmy funkcję ũ ∈ S wzorem

ũ =
n∑

i=1
δmiχXi

,
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gdzie dla i ∈ {1, 2 . . . , N} liczby mi definiujemy w następujący sposób. Jeśli Xi\E(u) = ∅,

to mi = 0. W przeciwnym wypadku, z (1.5.1) znajdujemy mi ∈ {−M, . . . ,M} oraz xi

takie, że xi ∈ Ami
∩ (Xi \ E(u)).

Dla dowolnego y ∈ Xi \ E(u), stąd że zbiory Xi są parami rozłączne, otrzymujemy

|u(y) − ũ(y)| = |u(y) − δmi| ≤ |u(y) − u(xi)| + |u(xi) − δmi| < 2δ.

Więc dla każdego y ∈ X \ E(u) mamy

|u(y) − ũ(y)| < 2δ.

Z powyższej nierówności i definicji δ otrzymujemy, że S jest ε-siecią zbioru F , gdyż

ρ(u, ũ) =
∫

E(u)

|u− ũ|
1 + |u− ũ|

dν +
∫

X\E(u)

|u− ũ|
1 + |u− ũ|

dν

< δ + 2δν(X) = ε.

„⇒” Ustalmy ε > 0, δ := ε/3 i niech {ui}N
i=1 ⊆ L0(X, ν) będzie 2δ2/(1 + δ)-siecią zbioru

F . Niech U(x) = max{|ui(x)| : i = 1, . . . , N}. Jest to funkcja skończona ν-prawie wszędzie

oraz ν(X) < ∞, więc możemy znaleźć taką λ > δ, że

ν({x ∈ X : U(x) > λ− δ}) ≤ δ.

Niech Y = {x ∈ X : U(x) ≤ λ − δ} i M = ⌈(λ − δ)/δ⌉. Dla j ∈ {1, 2, . . . , N} i m ∈

{−M, . . . ,M} rozważamy następujące zbiory

Aj
m = {x ∈ Y : uj(x) ∈ [δm, δ(m+ 1))}.

Dla dowolnych m1, . . .mN ∈ {−M, . . . ,M} definiujemy parami rozłączne zbiory

Xm1,m2,...,mN
=

N⋂
j=1

Aj
mj
.

Jeśli y ∈ Y i j ∈ {1, 2, . . . , N}, to istnieje dokładnie jedno mj ∈ {−M, . . . ,M} takie, że

y ∈ Aj
mj

. To oznacza, że y ∈ Xm1,m2,...,mN
. Stąd

X = (X \ Y ) ∪
M⋃

m1=−M

· · ·
M⋃

mN =−M

Xm1,m2,...,mN
.
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Niech u ∈ F i j ∈ {1, 2, . . . , N} będzie takie, że ρ(u, uj) < 2δ2/(1 + δ). Zdefiniujmy

E(u) = (X \ Y ) ∪ {x ∈ X : |u(x) − uj(x)| > δ}. Wówczas

ν(E(u)) ≤ ν(X \ Y ) + ν({x ∈ X : |u(x) − uj(x)| > δ})

≤ δ + 1 + δ

δ

∫
{x∈X:|u(x)−uj(x)|>δ}

δ

1 + δ
dν(y)

≤ δ + 1 + δ

δ

∫
X

|u(y) − uj(y)|
1 + |u(y) − uj(y)| dν(y) < 3δ = ε.

Ponadto dla dowolnych x, y ∈ Xm1,m2,...mN
\ E(u) mamy

|u(x) − u(y)| ≤ |u(x) − uj(x)| + |uj(x) − uj(y)| + |uj(y) − u(y)| < 3δ = ε.

Natomiast dla x ∈ X\E(u) z definicji zbiorów Y i E(u) wynika

|u(x)| ≤ |u(x) − uj(x)| + |uj(x)| ≤ λ.

1.5.3 Twierdzenie Hansona

W przypadku ograniczonych podzbiorów prostej rzeczywistej, wyposażonych w metrykę

euklidesową i miarę Lebesgue’a, poniższe twierdzenie jako pierwszy pokazał Hanson w ar-

tykule [59]. W pracy [79] zostało uogólnione na przypadek przestrzeni metrycznych wy-

posażonych w skończoną miarę podwajającą oraz w artykule [15] na przypadek całkowicie

ograniczonych przestrzeni metrycznych z miarą. W poniższej wersji (pochodzącej z [6])

zakładamy jedynie, że miara jest skończona a przestrzeń metryczna jest ośrodkowa.

Twierdzenie 48. Niech (X, d) będzie ośrodkową przestrzenią metryczną i niech ν będzie

skończoną miarą borelowską na X. Wtedy zbiór F ⊆ L0(X, ν) jest całkowicie ograniczony,

jeśli dla każdego ε > 0 istnieją δ > 0 i λ > 0 takie, że dla dowolnego u ∈ F znajdziemy

zbiór E(u) ⊆ X taki, że spełnione są następujące warunki:

(i) ν(E(u)) < ε;

(ii) |u(x) − u(y)| < ε, jeśli x, y ∈ X\E(u) spełniają d(x, y) < δ;

(iii) |u(x)| ≤ λ dla x ∈ X\E(u).

Ponadto jeśli ν jest borelowsko regularna, to zachodzi implikacja w drugą stronę.
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Dowód. „⇒” Ustalmy ε > 0. Z założeń wynika, że istnieją δ > 0 i λ > 0 takie, że dla

każdego u ∈ F znajdziemy zbiór Ê(u) taki, że ν(Ê(u)) < ε/2, |u(x)| ≤ λ dla x ∈ X \Ê(u)

oraz dla x, y ∈ X \ Ê(u) |u(x) − u(y)| < ε/2, o ile d(x, y) < δ.

Korzystając z lematu 39, możemy znaleźć zbiory Gε i Bε takie, że X = Gε ∪ Bε,

ν(Bε) < ε/2 oraz zbiór Gε jest całkowicie ograniczony. Niech {xi}n
i=1, będzie δ/2-siecią

zbioru Gε. Zdefiniujmy

X1 = B(x1, δ/2),

Xi = B(xi, δ/2) \
i−1⋃
j=1

B(xj, δ/2) dla i ∈ {2, 3, . . . , n},

Xn+1 = Bε \
n⋃

j=1
B(xj, δ/2).

Zbiory Xi są parami rozłączne oraz X = ⋃n+1
i=1 Xi. Sprawdzimy teraz, że założenia twier-

dzenia 47 są spełnione.

Niech E(u) = Ê(u) ∪Xn+1. Wtedy ν(E(u)) < ε oraz |u(x)| ≤ λ na X \E(u). Ponadto

dla i ∈ {1, 2, . . . , n} i x, y ∈ Xi \ E(u), mamy |u(x) − u(y)| < ε. Ta nierówność również

zachodzi dla i = n+ 1, ponieważ Xn+1 \ E(u) = ∅.

„⇐” Niech F będzie całkowicie ograniczonym podzbiorem L0(X, ν). Ustalmy ε > 0

i niech {ui}N
i=1 będzie ε2/(16 + 4ε)-siecią zbioru F . Stosując twierdzenie 19 do każdego ui

dla i ∈ {1, . . . , N}, znajdujemy zbiory domknięte Ei ⊆ X takie, że funkcje ui|Ei
są ciągłe

oraz

ν(X\Ei) < ε/(4N). (1.5.2)

Niech teraz E = ⋂N
i=1 Ei. Z nierówności (1.5.2) natychmiast otrzymujemy

ν(X \ E) < ε/4.

Dla k ∈ N rozważamy następujące zbiory

Ak = {x ∈ E : ∀y ∈ D jeśli d(x, y) < 1/k, to (∀1 ≤ i ≤ N) |ui(x) − ui(y)| < ε/4},

gdzie D jest gęstym podzbiorem E. Zbiory Ak można zapisać w następującej postaci

Ak =
⋂

y∈D

{
x ∈ E : χB(y,1/k)(x) ≤ χ⋂N

i=1 u−1
i (ui(y)−ε/4,ui(y)+ε/4)(x)

}
,
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z której wynika ich mierzalność. Ponieważ ui są ciągłe na E, możemy znaleźć dostatecznie

duże K ∈ N takie, że ν(E\AK) < ε/4. Niech δ = 1/(2K). Dobierzmy λ > 0 taką, że miara

zbioru

Fε = {x ∈ X : max
i=1,...,N

|ui(x)| > λ− ε/4}

jest co najwyżej ε/4. Dla każdego u ∈ F możemy znaleźć j ∈ {1, 2, . . . , N} takie, że

ρ(u, uj) < ε2/(12 + 4ε). Z monotoniczności odwzorowania t 7→ t/(1 + t) mamy

ν({x ∈ X : |u(x) − uj(x)| > ε/4}) ≤ 4 + ε

ε

∫
{|u−uj |>ε/4}

|u(x) − uj(x)|
1 + |u(x) − uj(x)|dν(x)

≤ 4 + ε

ε
ρ(u, uj) < ε/4.

Teraz definiujemy zbiór

E(u) = (X \ AK) ∪ Fε ∪ {x ∈ X : |u(x) − uj(x)| > ε/4}.

Wprost z definicji zbioru E(u) wynika, że warunki (i), (iii) muszą zachodzić. Pozostało

sprawdzić warunek (ii). Niech x, y ∈ X \ E(u) i spełniają d(x, y) < δ. Możemy znaleźć

z ∈ D taki, że d(x, z) < δ. Wówczas d(y, z) < 2δ = 1/K i z definicji zbioru E(u) wynika

|u(x) − u(y)| ≤ |u(x) − uj(x)| + |uj(x) − uj(z)| + |uj(z) − uj(y)| + |uj(y) − u(y)|

< ε/4 + ε/4 + ε/4 + ε/4 = ε.

Uwaga 49. W twierdzeniu 48 założenie o borelowskiej regularności nie jest optymalne.

Można je osłabić na przykład do semi-borelowskiej regularności, tzn. dla każdego zbioru

E ∈ M możemy znaleźć zbiór borelowski B taki, że

ν(B∆E) = 0,

gdzie ∆ oznacza różnicę symetryczną zbiorów

E∆F = (E \ F ) ∪ (F \ E).

Powyższą uwagę pozostawiamy bez dowodu - najistotniejsze dla nas jest to, że dla

skończonych miar borelowsko regularnych twierdzenie 48 jest równoważnością, więc dla

najważniejszych miar z punktu widzenia zastosowań jest to optymalne narzędzie do spraw-

dzania całkowitej ograniczoności w L0(X, ν).
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1.6 Jednostajna doskonałość i lemat iteracyjny

Definicja 50. Powiemy, że przestrzeń metryczna (X, d) jest lokalnie jednostajnie dosko-

nała, jeśli istnieje λ ∈ (0, 1) taka, że dla wszystkich z ∈ X i r ∈ (0, 1] zachodzi

B(z, r)\B(z, λr) ̸= ∅. (1.6.1)

Jeśli (X, d) jest lokalnie jednostajnie doskonała i λ ∈ (0, 1) jest taka, że (1.6.1) zachodzi, to

będziemy mówić, że (X, d) jest λ-lokalnie jednostajnie doskonała. Natomiast jeśli (1.6.1)

zachodzi dla wszystkich z ∈ X i wszystkich r ∈ (0,∞) takich, że X \B(z, r) ̸= ∅, to wtedy

mówimy, że (X, d) jest jednostajnie doskonała (analogicznie mówimy o λ-jednostajnej do-

skonałości, gdy (X, d) jest jednostajnie doskonała i λ ∈ (0, 1) spełnia (1.6.1) dla wszystkich

z ∈ X i wszystkich r ∈ (0,∞) takich, że X \B(z, r) ̸= ∅). Łatwo pokazać, że każda spójna

przestrzeń metryczna jest jednostajnie doskonała.

Pojęcie przestrzeni jednostajnie doskonałych jest często spotykane w literaturze (na

przykład w [4, 65, 107]) i pozwala osłabić założenie na spójność, zachowując techniki

znane dla tych przestrzeni. W trakcie badań zauważyliśmy, że w używanych przez nas

metodach wystarczy zakładać, że (1.6.1) zachodzi dla r ∈ (0, 1], dlatego wprowadziliśmy

pojęcie lokalnej jednostajnej doskonałości.

Stwierdzenie 51. Klasa przestrzeni lokalnie jednostajnie doskonałych jest szersza niż

klasa przestrzeni jednostajnie doskonałych.

Dowód. Zaczniemy od pokazania, że każda λ-jednostajnie doskonała przestrzeń me-

tryczna (X, d) dla λ ∈ (0, 1), jest lokalnie jednostajnie doskonała. Niech λ̃ =

min{λ, diamX/3} i ustalmy z ∈ X oraz r ∈ (0, 1]. Jeśli X\B(z, r) ̸= ∅, to z założe-

nia mamy, że

B(z, r) \B(z, λr) ̸= ∅,

więc również zachodzi

B(z, r) \B(z, λ̃r) ̸= ∅.

Z drugiej strony przypuśćmy że X \ B(z, r) = ∅. Ponieważ diamB(z, λ̃r) ≤ 2
3 diamX, to

stąd już wynika, że B(z, r)\B(z, λ̃r) ̸= ∅.
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Przykładem przestrzeni lokalnie jednostajnie doskonałej, która nie jest jednostajnie

doskonała jest zbiór X =
∞⋃

n=1
In dla In = [2n, 2n + 1], wyposażony w metrykę euklidesową

| · |. Ustalmy r ∈ (0, 1] i niech z ∈ X. Skoro X jest sumą przedziałów długości 1, więc

przynajmniej jedna z liczb z − r/2, z + r/2 należy do X i oznaczmy ją przez z̃. Ponieważ

|z − z̃| = r/2, więc dla λ < 1/2 mamy z̃ ∈ B(z, r) \ B(z, λr) co oznacza, że (X, | · |) jest

lokalnie jednostajnie doskonała. Przypuśćmy, że (X, | · |) jest λ-jednostajnie doskonała dla

pewnej λ ∈ (0, 1). Niech n ∈ N będzie takie, że λ(2n − 1) > 1, ustalmy z ∈ In+1 i weźmy

r = 2n − 1. Ponieważ

B(z, r) = B(z, λr) = In+1,

więc B(z, r) \ B(z, λr) = ∅, pomimo że X \ B(z, r) ̸= ∅. Zatem (X, | · |) nie może być

jednostajnie doskonała.

Teraz dla z ∈ X definiujemy pomocniczą funkcję ϕz : [0,∞) → [0,∞) wzorem

ϕz(r) = sup
{
t ∈ [0, r] : µ(B(z, t)) ≤ 1

2µ(B(z, r))
}
.

Dzięki poniższemu lematowi i powyższej funkcji pomocniczej, okazuje się, że dla λ-lokalnie

jednostajnie doskonałych przestrzeni metrycznych z miarą, warunek dolnej regularności

miary wystarczy sprawdzać dla promieni, które kontrolujemy z góry przez ϕz. Odegra to

kluczową rolę w rozdziale 2 przy dowodzeniu twierdzeń 84 i 85.

Lemat 52. Niech (X, d, µ) będzie λ-lokalnie jednostajnie doskonałą przestrzenią me-

tryczną z miarą dla λ ∈ (0, 1/5). Wtedy:

i) jeśli istnieją C > 0 i t > 0 takie, że dla wszystkich z ∈ X i r ∈ (0, 1] spełniających

r ≤ 3ϕz(r)/λ2 mamy

µ(B(z, r)) ≥ Crt, (1.6.2)

to dla wszystkich z ∈ X i r ∈ (0, 1] zachodzi

µ(B(z, r)) ≥ 2tλtCrt; (1.6.3)

ii) jeśli r ∈ (0, 1] i spełnia r ≤ 3ϕz(r)/λ2 oraz rj := (2−j−1 + 2−1)ϕz(r), to dla

wszystkich c ∈ R mamy |Φrj+1,rj
− c| ≥ 1

2 na pewnym zbiorze zawartym w B(z, r)

takim, że jego miara jest równa co najmniej µ(B(z, rj+1)).
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Niemal identyczną wersję lematu dla jednostajnie doskonałych przestrzeni metrycz-

nych z miarą można znaleźć w [4, lemat 11]. Poniżej przedstawiamy szkic dowodu poka-

zujący, że wystarczy zakładać lokalną jednostajną doskonałość.

Dowód. i) Ustalmy z ∈ X i niech r ∈ (0, 1] spełnia r > 3ϕz(r)/λ2. Ponieważ

ϕz(r)/λ+ 2λr < λr/3 + 2λr < 7/15 < 1,

więc możemy wziąć punkt

z̃ ∈ B
(
z, ϕz(r)/λ+ 2λr

)
\B
(
z, ϕz(r) + 2λ2r

)
.

Niech r̃ = 2ϕz(r)/λ+2λr. Powtarzając rozumowanie z dowodu [4, lemat 11], otrzymujemy

B(z, ϕz(r)) ⊆ B(z̃, r̃) ⊆ B(z, r) oraz B(z̃, 2−1λr̃) ⊆ B(z, r)\B(z, ϕz(r)) (1.6.4)

i stąd

µ
(
B(z̃, 2−1λr̃)

)
≤ 1

2µ
(
B(z̃, r̃)

)
.

Wprost z definicji funkcji ϕ otrzymujemy ϕz̃(r̃) ≥ 2−1λr̃. Zatem r̃ ≤ 2ϕz̃(r̃)/λ ≤ 3ϕz̃(r̃)/λ2

oraz zachodzi r̃ < r. Ostatecznie, korzystając z założenia (1.6.2), inkluzji (1.6.4) i z faktu,

że r̃ ≥ 2λr, otrzymujemy

µ
(
B(z, r)

)
≥ µ

(
B(z̃, r̃)

)
≥ Cr̃t ≥ 2tλtCrt.

ii) Ta część wynika z [4, konstrukcja 15].

Poniższy lemat jest niezwykle użyteczny w sytuacjach, gdy chcemy znaleźć warunki

konieczne na zachodzenie ciągłości zanurzeń i odegra kluczową rolę w dowodach twierdzeń

82, 83, 84, 85 oraz 98.

Lemat 53. [4, lemat 16] Załóżmy, że 0 < a < b < ∞, 0 < p < q < ∞ i ρ, τ ∈ (0,∞).

Jeśli ciąg {aj}∞
j=1 spełnia

a ≤ aj ≤ b

oraz

a
1
q

j+1 ≤ ρτ ja
1
p

j dla wszystkich j ∈ N,

wówczas

1 ≤ a
1− p

q

1 ρp τ
pq

q−p .
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Dowód. Niech α = p/q ∈ (0, 1). Po podniesieniu drugiej nierówności do potęgi pαj−1

otrzymujemy

aαj

j+1 ≤ ρpαj−1
τ jpαj−1

aαj−1

j .

Wprowadzamy oznaczenie Pj = aαj−1
j . Wówczas powyższa nierówność przyjmuje postać

Pj+1 ≤ ρpαj−1
τ jpαj−1

Pj.

Ponieważ P1 = a1, iterowanie powyższej nierówności prowadzi do

Pj+1 ≤ a1

j∏
k=1

ρpαk−1
τ pkαk−1 = a1ρ

p
∑j

k=1 αk−1
τ p
∑j

k=1 kαk−1
.

Z drugiej strony z nierówności 0 < a ≤ aj ≤ b < ∞ oraz zbieżności αj → 0 wynika zbież-

ność Pj → 1. Przechodząc do granicy w powyższej nierówności i korzystając z ciągłości

funkcji wykładniczej, otrzymujemy

1 ≤ a1ρ
p
∑∞

k=1 αk−1
τ p
∑∞

k=1 kαk−1

= a1ρ
p/(1−α)τ p/(1−α)2 = a1ρ

pq/(q−p)τ pq2/(q−p)2
.

Podnosząc otrzymaną nierówność do potęgi 1 − p/q, otrzymujemy tezę lematu.

1.7 Operator mediany

Poniżej wprowadzamy operator mediany, który jest niezwykle przydatny, gdy chcemy

w naszych rozważaniach dotyczących przestrzeni funkcyjnych, zdefiniowanych przy po-

mocy przestrzeni Lp, uwzględnić też przypadek p ∈ (0, 1). Jednym z pierwszych autorów,

którzy zastosowali operator mediany był Strömberg, który w pracy [101] analizował prze-

strzenie BMO. Później własności operatora mediany były badane m.in. w [43].

Definicja 54. Niech (X,µ) będzie przestrzenią z miarą i ustalmy zbiór mierzalny E ⊆ X

o mierze dodatniej i skończonej. Niech dana będzie funkcja mierzalna u : E → R. Medianę

z u na E definiujemy wzorem

mu(E) = sup
{
a ∈ R : µ({x ∈ E : u(x) < a}) ≤ µ(E)/2

}
.

Stwierdzenie 55. Niech będą spełnione założenia z definicji 54 i załóżmy dodatkowo, że

u : E → R jest skończona µ-prawie wszędzie. Wówczas

mu(E) = max
{
a ∈ R : µ({x ∈ E : u(x) < a}) ≤ µ(E)/2

}
.
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Dowód. Ponieważ u jest skończona µ-prawie wszędzie, zatem ciągłość miary implikuje

lim
n→∞

µ({x ∈ E : u(x) < n}) = µ({x ∈ E : u(x) < ∞}) = µ(E),

lim
n→−∞

µ({x ∈ E : u(x) < n}) = µ({x ∈ E : u(x) = −∞}) = 0.

W takim razie istnieją dwie liczby n,N ∈ Z takie, że

µ({x ∈ E : u(x) < n}) < µ(E)/2 < µ({x ∈ E : u(x) < N}).

Stąd wynika, że

−∞ < n ≤ mu(E) ≤ N < ∞.

Funkcja a 7→ µ({x ∈ E : u(x) < a}) jest niemalejąca, więc dla każdego i ∈ N z definicji

mediany wynika nierówność

µ({x ∈ E : u(x) < mu(E) − 1/i}) ≤ µ(E)/2.

Stąd

µ({x ∈ E : u(x) < mu(E)}) = lim
i→∞

µ({x ∈ E : u(x) < mu(E) − 1/i}) ≤ µ(E)/2.

Stwierdzenie 56. Niech u : E → R będzie mierzalna i skończona µ-prawie wszędzie.

Wówczas:

(i) jeśli c ∈ R, to mu(E) − c = mu−c(E);

(ii) jeśli c > 0, to cmu(E) = mcu(E);

(iii) |mu(E)| ≤ m|u|(E).

Dowód. Dwie pierwsze własności wynikają natychmiast z poprzedniego stwierdzenia. Za-

łóżmy, że mu(E) > 0. W tym przypadku (iii) wynika z inkluzji

{x ∈ E : |u(x)| < mu(E)} ⊆ {x ∈ E : u(x) < mu(E)}.

Z drugiej strony ze stwierdzenia 55 wynika, że

µ({x ∈ E : u(x) ≤ mu(E)}) ≥ µ(E)/2.

Stąd jeślimu(E) ≤ 0, to (iii) otrzymujemy łącząc powyższą nierówność z poniższą inkluzją

{x ∈ E : |u(x)| < |mu(E)|} ⊆ {x ∈ E : u(x) > mu(E)}.
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Dowód poniższego lematu jest drobną modyfikacją dowodu, który można znaleźć w [47,

(2.4)] lub [108, (2.6)]), jednakże dla wygody czytelnika zamieszczamy go poniżej.

Lemat 57. Niech (X,µ) będzie przestrzenią z miarą i E będzie mierzalnym podzbiorem X

o mierze dodatniej i skończonej. Załóżmy, że u : E → R jest funkcją mierzalną i skończoną

µ-prawie wszędzie. Wówczas dla dowolnego p ∈ (0,∞) i c ∈ R mamy

|mu(E) − c| ≤
(

2 −
∫

E
|u(x) − c|p dµ(x)

)1/p

. (1.7.1)

Dowód. Na mocy stwierdzenia 56, wystarczy pokazać, że

m|u−c|(E) ≤
(

2 −
∫

E
|u(x) − c|p dµ(x)

)1/p

. (1.7.2)

Niech η > 2 i δ = −
∫

E
|u(x) − c|p dµ(x). Możemy założyć, że3 δ ∈ (0,∞). Z nierówności

Czebyszewa mamy

µ({x ∈ E : |u(x) − c| ≥ (ηδ)1/p}) ≤ 1
η δ

∫
E

|u(x) − c|p dµ(x) = 1
η
µ(E) < 1

2µ(E).

Stąd

m|u−c|(E) ≤
(
η−
∫

E
|u(x) − c|p dµ(x)

)1/p

.

Przechodząc z η → 2, otrzymujemy (1.7.2).

Wniosek 58. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną z dołu

i niech u będzie funkcją mierzalną, skończoną µ-prawie wszędzie. Jeśli p ∈ (0,∞), to dla

wszystkich x ∈ X takich, że |u(x)| < ∞ oraz z ∈ X i r ∈ (0, 1] mamy

|mu(B(z, r)) − u(x)|p ≤ 2b r−s
∫

B(z,r)
|u(x) − u(y)|p dµ(y), (1.7.3)

gdzie b ∈ (0,∞) spełnia (1.2.2).

Warto zaznaczyć, że przy założeniach powyższego wniosku odwzorowanie X ∋ z 7→

mu(B(z, r)) jest mierzalne. Wynika to ze stwierdzenia 55 i mierzalności odwzorowania

X ∋ z 7→ µ(B(z, r)), ponieważ dla c ∈ R mamy

{z ∈ X : mu(B(z, r)) < c} = {z ∈ X : µ({x ∈ B(z, r) : u(x) < c}) > µ(B(z, r))/2}

= {z ∈ X : µ ¬(
u−1([−∞, c)

)(
B(z, r)

)
> µ(B(z, r))/2}.

3Jeśli δ = ∞ to (1.7.2) oczywiście zachodzi. Natomiast jeśli δ = 0, to wtedy u ≡ c na E. Ponieważ dla

dowolnego c ∈ R mc(E) = c, więc również i w tym przypadku (1.7.2) zachodzi.

48



1.8. Przestrzenie Słobodeckiego, ułamkowe przestrzenie Hajłasza

1.8 Przestrzenie Słobodeckiego, ułamkowe przestrze-

nie Hajłasza

Definicja 59. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech α, p, s ∈

(0,∞) będą ustalone. Definiujemy jednorodną przestrzeń Słobodeckiego Ẇα,p
s (X, d, µ),

jako klasę funkcji u mierzalnych i skończonych µ-prawie wszędzie takich, że poniższa

wielkość jest skończona

[u]W α,p
s (X,d,µ) :=

( ∫∫
0<d(x,y)<1

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)
)1/p

. (1.8.1)

Wówczas [u]W α,p
s (X,d,µ) jest quasi-półnormą na Ẇα,p

s (X, d, µ). Niejednorodną przestrzeń

Słobodeckiego definiujemy jako Wα,p
s (X, d, µ) = Ẇα,p

s (X, d, µ) ∩ Lp(X,µ) z quasi-normą

∥u∥W α,p
s (X,d,µ) := ∥u∥Lp(X,µ) + [u]W α,p

s (X,d,µ).

Uwaga 60. Ponieważ zbiór {(x, y) ∈ X × X : d(x, y) ∈ (0, 1)} jest otwarty w topologii

produktowej, ze stwierdzenia 14 przestrzenie metryczne z miarą są ośrodkowe oraz z lematu

8 mamy B(X×X) = B(X)⊗B(X), więc stąd otrzymujemy, że wielkość (1.8.1) jest dobrze

zdefiniowana. Ponadto przestrzenie metryczne z miarą są σ-skończone, więc z twierdzenia

Fubiniego

[u]W α,p
s (X,d,µ) =

( ∫
X

∫
B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)
)1/p

.

Fakt 61. Dla każdej przestrzeni metrycznej z miarą (X, d, µ) i każdego α, p, s ∈ (0,∞)

przestrzeń Wα,p
s (X, d, µ) jest zupełna.

Dowód. Niech {un}n∈N będzie ciągiem Cauchy’ego w Wα,p
s (X, d, µ). Z zupełności Lp(X,µ)

wynika, że istnieje u ∈ Lp(X,µ) takie, że un → u w Lp(X,µ). Niech f ∈ Wα,p
s (X, d, µ)

i zapiszmy quasi-półnormę Słobodeckiego w nastepującej postaci

[f ]pW α,p
s (X,d,µ) =

∫∫
0<d(x,y)<1

|f(x) − f(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)

=
∫∫

X×X

|f(x) − f(y)|pχ{0<d(x,y)<1}(x, y)
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)

=
∫

X×X

|f(x) − f(y)|p dV(x, y),
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gdzie V jest miarą absolutnie ciągłą względem µ⊗ µ daną przez

V(A) =
∫∫
A

χ{0<d(x,y)<1}(x, y)
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)

dla każdego zbioru mierzalnego A ⊆ X ×X. Stąd

[un − um]pW α,p
s (X,d,µ) =

∫
X×X

|un(x) − um(x) − (un(y) − um(y))|p dV(x, y)

=
∫

X×X

|Un(x, y) − Um(x, y)|p dV(x, y),

gdzie Un(x, y) = un(x)−un(y). Z zupełności Lp(X×X,V) wynika, że istnieje U ∈ Lp(X×

X,V) takie, że Un → U w Lp(X × X,V). Żeby zakończyć dowód zupełności, wystarczy

pokazać, że dla V-prawie wszystkich (x, y) mamy U(x, y) = u(x) − u(y). Możemy wybrać

podciąg {unj
}j∈N zbieżny punktowo do u na zbiorze X \E, gdzie µ(E) = 0. Wówczas dla

wszystkich (x, y) ∈ (X \ E) × (X \ E)

Unj
(x, y) → u(x) − u(y) =: Ũ(x, y).

Ponieważ (X ×X) \ (X \E) × (X \E) = (X ×E) ∪ (E×X) oraz V jest absolutnie ciągła

względem µ⊗µ, więc stąd otrzymujemy, że Unj
→ Ũ V-prawie wszędzie. Z jednoznaczności

granicy punktowej wynika, że U(x, y) = Ũ(x, y) = u(x) − u(y) dla V-prawie wszystkich

(x, y), co kończy dowód.

Poniższa uwaga zachodzi w szczególności, gdy µ(X) < ∞.

Uwaga 62. Jeśli (X, d, µ) jest przestrzenią metryczną z miarą i istnieją s, b ∈ (0,∞)

takie, że dla każdego x ∈ X i r ∈ [1,∞)

µ(B(x, r)) ≤ brs,

to dla każdego α, p ∈ (0,∞) wielkość

∥u∥Lp(X,µ) +
( ∫∫

d(x,y) ̸=0

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)
)1/p

zadaje na Wα,p
s (X, d, µ) quasi-normę równoważną z ∥ · ∥W α,p

s (X,d,µ).
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Dowód. Dla każdego u ∈ Wα,p
s (X, d, µ) mamy

∫∫
d(x,y)≥1

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x) ≤ 2p
∫∫

d(x,y)≥1

|u(x)|p + |u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)

= 2p+1
∫

X
|u(x)|p

∫
X\B(x,1)

1
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)

= 2p+1
∫

X
|u(x)|p

∞∑
k=0

∫
B(x,2k+1)\B(x,2k)

1
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)

≤ 2p+1
∫

X
|u(x)|p

∞∑
k=0

µ(B(x, 2k+1))2−k(s+αp) dµ(x)

≤ b2s+p+1
∞∑

k=0
2−kαp∥u∥p

Lp(X,µ) = b2s+p+1

1 − 2−αp
∥u∥p

Lp(X,µ).

Stąd już wynika równoważność quasi-norm.

W poniższych definicjach wyjątkowo dopuszczamy, aby µ nie była niezdegenerowana,

natomiast w głównych wynikach dotyczących poniższych przestrzeni zazwyczaj będziemy

zakładać niezdegenerowanie miary.

Definicja 63. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę borelow-

ską µ i ustalmy α ∈ (0,∞). Jeśli u jest funkcją mierzalną i skończoną µ-prawie wszędzie,

to powiemy, że funkcja mierzalna g jest α-gradientem Hajłasza funkcji u, jeśli g ≥ 0, ist-

nieje zbiór mierzalny Au ⊆ X taki, że µ(Au) = 0 oraz dla każdego x, y ∈ X \Au zachodzi

nierówność

|u(x) − u(y)| ≤ [d(x, y)]α
(
g(x) + g(y)

)
. (1.8.2)

Zbiór wszystkich α-gradientów Hajłasza funkcji u oznaczamy przez Dα(u).

Definicja 64. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę borelow-

ską µ oraz ustalmy α ∈ (0,∞), p ∈ (0,∞]. Definiujemy jednorodną, ułamkową przestrzeń

Hajłasza-Sobolewa Ṁα,p(X, d, µ) jako klasę funkcji u mierzalnych i skończonych µ-prawie

wszędzie takich, że zbiór Dα(u) ∩ Lp(X,µ) jest niepusty. Na Ṁα,p(X, d, µ) definiujemy

quasi-półnormę wzorem

∥u∥Ṁα,p(X,d,µ) = inf
g∈Dα(u)

∥g∥Lp(X,µ). (1.8.3)

Niejednorodną, ułamkową przestrzeń Hajłasza definiujemy jako

Mα,p(X, d, µ) = Ṁα,p(X, d, µ) ∩ Lp(X,µ)
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z quasi-normą

∥u∥Mα,p(X,d,µ) := ∥u∥Lp(X,µ) + ∥u∥Ṁα,p(X,d,µ).

Lemat 65. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę borelowską

µ. Niech E,F ⊆ X będą niepustymi zbiorami mierzalnymi takimi, że dist(E,F ) > 0.

Wówczas funkcja ϕ : X → [0, 1] dana wzorem

ϕ(x) = dist(x,E)
dist(x,E) + dist(x, F )

spełnia:

(i) ϕ|E = 0 oraz ϕ|F = 1;

(ii) ϕ jest lipszycowsko ciągła, ze stałą Lipszyca dist(E,F )−1;

(iii) dla każdego p ∈ (0,∞)

∥ϕ∥Ṁ1,p(X,d,µ) ≤ dist(E,F )−1µ(X \ E)1/p.

Dowód. Zaczniemy od pokazania (ii), gdyż (i) natychmiast wynika z definicji funkcji

ϕ. Niech x, y ∈ X i załóżmy, że ϕ(x) ≥ ϕ(y). Wówczas z nierówności (1.1.1) i (1.1.2)

otrzymujemy

|ϕ(x) − ϕ(y)| = dist(x,E)
dist(x,E) + dist(x, F ) − dist(y, E)

dist(y, E) + dist(y, F )

= dist(x,E) dist(y, F ) − dist(y, E) dist(x, F )
(dist(x,E) + dist(x, F ))(dist(y, E) + dist(y, F ))

≤ (d(x, y) + dist(y, E)) dist(y, F ) − dist(y, E) dist(x, F )
(dist(x,E) + dist(x, F ))(dist(y, E) + dist(y, F ))

= d(x, y) dist(y, F ) + dist(y, E)(dist(y, F ) − dist(x, F ))
(dist(x,E) + dist(x, F ))(dist(y, E) + dist(y, F ))

≤ d(x, y) dist(y, F ) + dist(y, E) d(x, y)
(dist(x,E) + dist(x, F ))(dist(y, E) + dist(y, F ))

= d(x, y)
dist(x,E) + dist(x, F ) ≤ dist(E,F )−1d(x, y).

Przejdźmy do dowodu (iii). Pokażemy, że g := dist(E,F )−1χX\E jest 1-gradientem funkcji

ϕ. Jeśli x, y ∈ E, to nierówność

|ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y))
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jest trywialna. Natomiast jeśli x /∈ E lub y /∈ E, to g(x) + g(y) ≥ dist(E,F )−1, więc z (ii)

otrzymujemy, że g ∈ D1(u) i stąd

∥ϕ∥Ṁ1,p(X,d,µ) ≤ ∥g∥Lp(X,µ) = dist(E,F )−1µ(X \ E)1/p.

1.9 Przestrzenie Hajłasza-Besova i Hajłasza-Triebla-

Lizorkina

Definicja 66. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę borelow-

ską µ oraz ustalmy α ∈ (0,∞). Niech u będzie funkcją mierzalną i skończoną µ-prawie

wszędzie. Ciąg nieujemnych funkcji mierzalnych −→g := {gk}k∈Z, zdefiniowanych na X, na-

zwiemy ułamkowym α-gradientem funkcji u, jeśli istnieje zbiór mierzalny Au ⊆ X taki,

że µ(Au) = 0 oraz zachodzi nierówność

|u(x) − u(y)| ≤ [d(x, y)]α
(
gk(x) + gk(y)

)
(1.9.1)

dla każdego k ∈ Z i wszystkich x, y ∈ X \ Au spełniających 2−k−1 ≤ d(x, y) < 2−k. Zbiór

ułamkowych α-gradientów funkcji u oznaczamy przez −→
D α(u).

Dla ustalonego ciągu −→g := {gk}k∈Z funkcji mierzalnych zdefiniowanych na X, wpro-

wadzamy wielkości

∥−→g ∥Lp(X;ℓq(Z),µ) :=
∥∥∥ ∥{gk(·)}k∈Z∥ℓq(Z)

∥∥∥
Lp(X,µ)

oraz

∥−→g ∥ℓq(Z;Lp(X,µ)) :=
∥∥∥∥{∥gk∥Lp(X,µ)

}
k∈Z

∥∥∥∥
ℓq(Z)

,

gdzie

∥{gk}k∈Z∥ℓq(Z) :=



∑
k∈Z

|gk|q
1/q

dla q ∈ (0,∞),

sup
k∈Z

|gk| dla q = ∞.

Definicja 67. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę bore-

lowską µ oraz ustalmy α ∈ (0,∞), p, q ∈ (0,∞]. Definiujemy jednorodną przestrzeń
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Hajłasza-Triebla-Lizorkina Ṁα
p,q(X, d, µ) jako klasę funkcji u mierzalnych i skończonych

µ-prawie wszędzie takich, że poniższa wielkość

∥u∥Ṁα
p,q(X,d,µ) := inf

−→g ∈
−→
Dα(u)

∥−→g ∥Lp(X;ℓq(Z),µ)

jest skończona. Powyższa wielkość zadaje na Ṁα
p,q(X, d, µ) quasi-półnormę. Niejedno-

rodną przestrzeń Hajłasza–Triebla–Lizorkina definiujemy jako Mα
p,q(X, d, µ) = Lp(X,µ) ∩

Ṁα
p,q(X, d, µ) z quasi-normą

∥u∥Mα
p,q(X,d,µ) := ∥u∥Lp(X,µ) + ∥u∥Ṁα

p,q(X,d,µ).

Definicja 68. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę bore-

lowską µ oraz ustalmy α ∈ (0,∞), p, q ∈ (0,∞]. Definiujemy jednorodną przestrzeń

Hajłasza–Biesowa Ṅα
p,q(X, d, µ) jako klasę funkcji u mierzalnych i skończonych µ-prawie

takich, że poniższa wielkość

∥u∥Ṅα
p,q(X,d,µ) := inf−→g ∈Dα

d
(u)

∥−→g ∥ℓq(Z;Lp(X,µ))

jest skończona. Powyższa wielkość zadaje na Ṅα
p,q(X, d, µ) quasi-półnormę. Niejednorodną

przestrzeń Hajłasza–Biesowa definiujemy jako Nα
p,q(X, d, µ) = Lp(X,µ) ∩ Ṅα

p,q(X, d, µ)

z quasi-normą

∥u∥Nα
p,q(X,d,µ) := ∥u∥Lp(X,µ) + ∥u∥Ṅα

p,q(X,d,µ).

Uwaga 69. Na mocy [63, twierdzenie 5.1], przestrzenie Hajłasza-Biesowa i Hajłasza-

Triebla-Lizorkina są zawsze zupełne. Zatem jeśli p ∈ [1,∞) i q ∈ [1,∞], to Mα
p,q(X, d, µ)

i Nα
p,q(X, d, µ) są przestrzeniami Banacha. W przeciwnym wypadku są to przestrzenie

quasi-Banacha. Ponadto w pracy [78] zostało pokazane, że Mα
p,q(Rn) pokrywa się z kla-

syczną przestrzenią Triebla–Lizorkina zdefiniowaną poprzez transformatę Furiera i rozkład

Paleya–Littlewooda Fα
p,q(Rn) dla dowolnych α ∈ (0, 1), p ∈ ( n

n+α
,∞) oraz q ∈ ( n

n+α
,∞].

Natomiast przestrzeń Nα
p,q(Rn) pokrywa się z klasyczną przestrzenią Biesowa Bα

p,q(Rn) dla

wszystkich α ∈ (0, 1), p ∈ ( n
n+α

,∞) i q ∈ (0,∞].

Stwierdzenie 70. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną oraz niech µ będzie miarą

borelowską. Wówczas dla dowolnych α, σ, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] r ∈ [q,∞]:

i) Ṅα
p,q(X, d, µ) ↪→ Ṅα

p,r(X, d, µ);
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ii) Ṁα
p,q(X, d, µ) ↪→ Ṁα

p,r(X, d, µ);

iii) Ṁα
p,∞(X, d, µ) = Ṁα,p(X, d, µ) z równymi quasi-półnormami;

iv) Ṁα
p,p(X, d, µ) = Ṅα

p,p(X, d, µ) z równymi quasi-półnormami;

v) Nα+σ
p,r (X, d, µ) ↪→ Nα

p,q(X, d, µ);

vi) Mα+σ
p,r (X, d, µ) ↪→ Mα

p,q(X, d, µ);

vii) Ṁα,p(X, d, µ) ↪→ Ṅα
p,∞(X, d, µ).

Dowód. Ustalmy α, σ, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] i r ∈ [q,∞]. Zaczniemy od pokazania, że dla

dowolnego ciągu a = {ak}k∈Z zachodzi

∥a∥ℓr(Z) ≤ ∥a∥ℓq(Z). (1.9.2)

Powyższa nierówność jest dobrze znana, jednakże postanowiliśmy zamieścić jej dowód,

ponieważ jest bardzo prosty i elegancki.

Dla r = q nierówność jest oczywista. Ponieważ dla każdego k ∈ Z mamy

|ak|q ≤
∑
m∈Z

|am|q,

więc dla r = ∞ natychmiast zachodzi nierówność

∥a∥ℓ∞(Z) ≤ ∥a∥ℓq(Z). (1.9.3)

Natomiast jeśli q < r < ∞, to korzystając z (1.9.3), otrzymujemy

∥a∥ℓr(Z) =
(∑

k∈Z
|ak|r

)1/r

=
(∑

k∈Z
|ak|r−q|ak|q

)1/r

≤
(∑

k∈Z
∥a∥r−q

ℓ∞(Z) |ak|q
)1/r

= ∥a∥1−q/r
ℓ∞(Z)

(∑
k∈Z

|ak|q
)1/r

= ∥a∥1−q/r
ℓ∞(Z) ∥a∥q/r

ℓq(Z) ≤ ∥a∥ℓq(Z).

i) Ustalmy u ∈ Ṅα
p,q(X, d, µ) i niech −→g = {gk}k∈Z ∈

−→
D α(u) będzie taki, że

∥−→g ∥ℓq(Z;Lp(X,µ)) < ∞.

Wstawiając a := {∥gk∥Lp(X,µ)}k∈Z do (1.9.2), otrzymujemy

∥u∥Ṅα
p,r(X,d,µ) ≤ ∥−→g ∥ℓr(Z;Lp(X,µ)) ≤ ∥−→g ∥ℓq(Z;Lp(X,µ)).
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Biorąc infimum po wszystkich −→g ∈
−→
D α(u), dostajemy

∥u∥Ṅα
p,r(X,d,µ) ≤ ∥u∥Ṅα

p,q(X,d,µ).

ii) Ustalmy u ∈ Ṁα
p,q(X, d, µ) i niech −→g = {gk}k∈Z ∈

−→
D α(u) będzie taki, że

∥−→g ∥Lp(X;ℓq(Z),µ) < ∞.

Istnieje zbiór miary zero N ⊆ X taki, że dla każdego x ∈ X \N

∥{gk(x)}k∈Z∥ℓq(Z) < ∞.

Stąd w szczególności wynika, że dla x ∈ X \ N i wszystkich k ∈ Z wartości gk(x) są

skończone. Stosujemy więc (1.9.2) dla a = {gk(x)}k∈Z, gdzie x ∈ X \N i otrzymujemy

∥{gk(x)}k∈Z∥p
ℓr(Z) ≤ ∥{gk(x)}k∈Z∥p

ℓq(Z)

a stąd już wynika

∥u∥Ṁα
p,r(X,d,µ) ≤ ∥−→g ∥Lp(X;ℓr(Z),µ) ≤ ∥−→g ∥Lp(X;ℓq(Z),µ).

Zatem zachodzi nierówność

∥u∥Ṁα
p,r(X,d,µ) ≤ ∥u∥Ṁα

p,q(X,d,µ).

iii) Ustalmy u ∈ Ṁα
p,∞(X, d, µ) i niech −→g = {gk}k∈Z ∈

−→
D α(u) spełnia

∥−→g ∥Lp(X;ℓ∞(Z),µ) < ∞.

Definiujemy funkcję g(x) = sup
k∈Z

gk(x). Jest to nieujemna funkcja mierzalna oraz g ∈ Dα(u).

Stąd

∥u∥Ṁα,p(X,d,µ) ≤ ∥g∥Lp(X,µ) = ∥−→g ∥Lp(X;ℓ∞(Z),µ).

Jeśli weźmiemy infimum po wszystkich −→g ∈
−→
D α(u), to otrzymamy nierówność

∥u∥Ṁα,p(X,d,µ) ≤ ∥u∥Ṁα
p,∞(X,d,µ).

Z drugiej strony dla dowolnych u ∈ Mα,p(X, d, µ) i g ∈ Dα(u) definiujemy −→g (x) =

{gk(x)}k∈Z, gdzie gk(x) = g(x) dla k ∈ Z. Wówczas −→g ∈
−→
D α(u) oraz

∥u∥Ṁα
p,∞(X,d,µ) ≤ ∥−→g ∥Lp(X;ℓ∞(Z),µ) = ∥g∥Lp(X,µ).

56



1.9. Przestrzenie Hajłasza-Besova i Hajłasza-Triebla-Lizorkina

Zatem ostatecznie otrzymujemy

∥u∥Ṁα
p,∞(X,d,µ) ≤ ∥u∥Ṁα,p(X,d,µ).

iv) zachodzi, ponieważ dla dowolnego ciągu −→g = {gk}k∈Z funkcji mierzalnych, zdefi-

niowanych na X mamy

∥−→g ∥p
Lp(X;ℓp(Z),µ) =

∫
X

∑
k∈Z

|gk(x)|p dµ(x) =
∑
k∈Z

∫
X

|gk(x)|p dµ(x) = ∥−→g ∥p
ℓp(Z;Lp(X,µ)).

v) Na mocy podpunktu i), wystarczy pokazać v) dla r = ∞. Niech u ∈ Nα+σ
p,∞ (X, d, µ)

i −→g ∈
−→
D α+σ(u). Dla x ∈ X i k ∈ Z definiujemy −→

h = {hk}k∈Z wzorem

hk(x) =


2−kσgk(x) dla k ≥ 0,

2kα+α|u(x)| dla k < 0.

Pokażemy, że −→
h ∈

−→
D α(u). Niech Au ⊆ X będzie zbiorem miary zero z definicji −→g .

Wówczas dla każdego k ≥ 0 i wszystkich x, y ∈ X \ Au, spełniających 2−k−1 ≤ d(x, y) <

2−k, zachodzi nierówność

|u(x) − u(y)| ≤ [d(x, y)]α+σ
(
gk(x) + gk(y)

)
≤ [d(x, y)]α 2−kσ

(
gk(x) + gk(y)

)
= [d(x, y)]α

(
hk(x) + hk(y)

)
.

Natomiast dla k < 0, x, y ∈ X \ Au takich, że 2−k−1 ≤ d(x, y) < 2−k mamy

|u(x) − u(y)| ≤ |u(x)| + |u(y)| = 2−(k+1)α 2(k+1)α (|u(x)| + |u(y)|)

≤ [d(x, y)]α
(
hk(x) + hk(y)

)
.

Ponieważ zachodzi oszacowanie

∥
−→
h ∥q

ℓq(Z;Lp(X,µ)) =
∑
k∈Z

(∫
X

hp
k dµ

)q/p

=
∑
k≥0

2−kqσ

(∫
X

gp
k dµ

)q/p

+ 2qα
∑
k<0

2kqα

(∫
X

|u|p dµ
)q/p

≤ 1
1 − 2−qσ

∥−→g ∥q
ℓ∞(Z;Lp(X,µ)) + 1

1 − 2−qα
∥u∥q

Lp(X,µ),

więc stąd otrzymujemy v).

vi) Dowód jest bardzo podobny do dowodu v). Z podpunktu ii) wynika, że wystarczy

pokazać tezę dla r = ∞. Niech u ∈ Mα+σ
p,∞ (X, d, µ). Z podpunktu iii) mamy natomiast,
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że Mα+σ
p,∞ (X, d, µ) = Mα+σ,p(X, d, µ) z równymi quasi-normami. Weźmy więc dowolny

g ∈ Dα+σ(u) ∩ Lp(X,µ) i zdefiniujmy −→
h = {hk}k∈Z wzorem

hk(x) =


2−kσg(x) dla k ≥ 0,

2kα+α|u(x)| dla k < 0.

Niech Au będzie zbiorem miary zero z definicji g. Dla dowolnego k ≥ 0 i wszystkich

x, y ∈ X \ Au takich, że 2−k−1 ≤ d(x, y) < 2−k zachodzi nierówność

|u(x) − u(y)| ≤ [d(x, y)]α+σ
(
g(x) + g(y)

)
≤ [d(x, y)]α 2−kσ

(
g(x) + g(y)

)
= [d(x, y)]α

(
hk(x) + hk(y)

)
.

Z drugiej strony dla k < 0 i wszystkich x, y ∈ X \ Au takich, że 2−k−1 ≤ d(x, y) < 2−k

mamy

|u(x) − u(y)| ≤ 2−(k+1)α 2(k+1)α (|u(x)| + |u(y)|) ≤ [d(x, y)]α
(
hk(x) + hk(y)

)
,

co pokazuje, że −→
h ∈

−→
D α(u). Ponadto

∥
−→
h ∥p

Lp(X;ℓq(Z),µ) =
∫
X

(∑
k∈Z

hq
k(x)

)p/q

dµ(x)

=
∫
X

(∑
k≥0

2−kqσgq(x) +
∑
k<0

2kαq+αq|u(x)|q
)p/q

dµ(x)

=
∫
X

( 1
1 − 2−qσ

gq(x) + 1
1 − 2−qα

|u(x)|q
)p/q

dµ(x)

≤ 2p/q
( 1

1 − 2−qσ

)p/q

∥g∥p
Lp(X,µ) + 2p/q

( 1
1 − 2−qα

)p/q

∥u∥p
Lp(X,µ),

zatem vi) zachodzi.

vii) Niech u ∈ Ṁα,p(X, d, µ) i g ∈ Dα(u) ∩ Lp(X,µ). Biorąc −→g (x) = {gk(x)}k∈Z dla

gk(x) := g(x), otrzymujemy

sup
k∈Z

(∫
X
gp

k dµ

)1/p

= ∥g∥Lp(X,µ).

To kończy dowód stwierdzenia.

Uwaga 71. W powyższym stwierdzeniu, podpunkty v) i vi) zachodzą dla dowolnych q, r ∈

(0,∞]. Jednakże jeśli r ∈ (0, q], to z podpunktów i), ii) wynikają silniejsze zanurzenia

Nα+σ
p,r (X, d, µ) ↪→ Nα+σ

p,q (X, d, µ) oraz Mα+σ
p,r (X, d, µ) ↪→ Mα+σ

p,q (X, d, µ).
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Rozdział 2

Ciągłe zanurzenia przestrzeni Wα,p
s

W niniejszym rozdziale zajmiemy się analizą warunków koniecznych i dostatecznych na

zachodzenie ciągłych zanurzeń Sobolewa dla przestrzeni Słobodeckiego, zdefiniowanych

na przestrzeniach metrycznych z miarą oraz analizą zanurzeń przestrzeni Słobodeckiego

w ułamkowe przestrzenie Hajłasza-Sobolewa.

2.1 Zanurzenia Sobolewa

W przypadku gdy αp < s, to globalne zanurzenie Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ Lp∗(X,µ) wynika

z poniższego, głównego rezultatu z pracy [35].

Twierdzenie 72. [35, twierdzenie 1] Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposa-

żoną w σ-skończoną miarę borelowską µ. Załóżmy, że dla pewnych b, s ∈ (0,∞)

µ(B(x, r)) ≥ 1
b
rs dla r ∈ (0, 1] i x ∈ X.

Wówczas dla wszystkich α, p ∈ (0,∞), które spełniają αp < s, istnieje stała C ∈ (0,∞)

taka, że nierówność

∥u∥Lp∗ (X,µ) ≤ C∥u∥W α,p
s (X,d,µ)

zachodzi dla każdego u ∈ Wα,p
s (X, d, µ), gdzie p∗ = sp/(s− αp).

Skupimy się więc na zanurzeniach, gdy αp ≥ s. W przypadku αp < s jako produkt

uboczny otrzymamy lokalną wersję powyższego zanurzenia.

Poniższy lemat można czytać jako pewną wersję twierdzenia Lebesgue’a o różnicz-

kowaniu. Ponieważ ograniczamy się do klasy Ẇα,p
s (X, d, µ), więc nie musimy zakładać
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żadnych warunków podwajania na (X, d, µ) (tak jak na przykład w [64, twierdzenie 3.4.3]

czy [65, twierdzenie 1.8]).

Lemat 73. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną z dołu.

Załóżmy, że u ∈ Ẇα,p
s (X, d, µ) dla pewnych α, p ∈ (0,∞). Wówczas istnieje zbiór miary

zero E ⊆ X taki, że lim
r→0+

mu(B(x, r)) = u(x) dla wszystkich x ∈ X\E.

Dowód. Zdefiniujmy następujący zbiór

E =
{
x ∈ X :

∫
B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) = ∞ lub |u(x)| = ∞
}
.

Z twierdzenia Fubiniego wynika, że
∫

B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) ∈ L1(X,µ), a zatem

µ(E) = 0. Stąd dla wszystkich x ∈ X\E i r ∈ (0, 1], nierówność (1.7.3) implikuje

|u(x) −mu(B(x, r))|p ≤ 2br−s
∫

B(x,r)
|u(x) − u(y)|p dµ(y)

= 2br−s
∫

B(x,r)\{x}
|u(x) − u(y)|p dµ(y)

= 2br−s
∫

B(x,r)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

d(x, y)s+αp dµ(y)

≤ 2brαp
∫

B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y).

Ostatnie wyrażenie w powyższym ciągu nierówności dąży do 0 przy r → 0+. Stąd wynika

teza lematu.

Stwierdzenie 74. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną

z dołu i ustalmy α, p ∈ (0,∞). Dla wszystkich u ∈ Ẇα,p
s (X, d, µ), z ∈ X i 0 < r1 ≤

r2 ≤ 1 − r1 zachodzi

|mu(B(z, r1)) −mu(B(z, r2))|p ≤ (4b2 2s+αp) [u]pW α,p
s (X,d,µ) r

−s
1

(
rαp

1 + rαp
2

)
. (2.1.1)

Dowód. Z (1.7.1) dla E = B(z, r1) i c = mu(B(z, r2)) oraz nierówności (1.7.3), otrzymu-
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jemy

|mu(B(z, r1)) −mu(B(z, r2))|p ≤ 2br−s
1

∫
B(z,r1)

|u(x) −mu(B(z, r2)|p dµ(x)

≤ 4b2r−s
1 r−s

2

∫
B(z,r1)

∫
B(z,r2)

|u(x) − u(y)|p dµ(y)dµ(x)

≤ 4b2r−s
1 r−s

2

∫
B(z,r1)

∫
B(x,r1+r2)\{x}

|u(x) − u(y)|p dµ(y)dµ(x)

≤ 4b2 (r1 + r2)s+αp

rs
1 r

s
2

∫
B(z,r1)

∫
B(x,r1+r2)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y)dµ(x)

≤ 4b2[u]pW α,p
s (X,d,µ)

(r1 + r2)s

rs
2

(r1 + r2)αp

rs
1

≤ 4b2 2s+αp[u]pW α,p
s (X,d,µ) r

−s
1

(
rαp

1 + rαp
2

)
.

Stwierdzenie 75. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną

z dołu i ustalmy α, p ∈ (0,∞). Wówczas dla każdego z ∈ X, 0 < R ≤ 2
3 , i, j ∈ N ∪ {0}

takich, że i < j oraz wszystkich u ∈ Ẇα,p
s (X, d, µ) mamy

∣∣∣∣mu

(
B
(
z,
R

2j

))
−mu

(
B
(
z,
R

2i

))∣∣∣∣ ≤ A [u]W α,p
s (X,d,µ)R

α− s
p

j−1∑
l=i

2l( s
p

−α), (2.1.2)

gdzie A = (4s+1b2)1/p(1 + 2αp)1/p.

Dowód. Ustalmy l ∈ N ∪ {0} i niech r1 = R/2l+1 oraz r2 = R/2l. Ponieważ r1 + r2 ≤

R +R/2 ≤ 1, więc możemy skorzystać z poprzedniego stwierdzenia. Wtedy otrzymamy
∣∣∣∣mu

(
B
(
z,

R

2l+1

))
−mu

(
B
(
z,
R

2l

))∣∣∣∣p ≤ 4b2 2s+αp[u]pW α,p
s (X,d,µ)

(
1

2αp−s

Rαp−s

2l(αp−s) + 2s R
αp−s

2l(αp−s)

)

= 4s+1b2(1 + 2αp)[u]pW α,p
s (X,d,µ)

Rαp−s

2l(αp−s) .

Ostatecznie, korzystając z nierówności trójkąta, dostajemy
∣∣∣∣mu

(
B
(
z,
R

2j

))
−mu

(
B
(
z,
R

2i

))∣∣∣∣ ≤
j−1∑
l=i

∣∣∣∣mu

(
B
(
z,

R

2l+1

))
−mu

(
B
(
z,
R

2l

))∣∣∣∣
≤ A [u]W α,p

s (X,d,µ)R
α− s

p

j−1∑
l=i

2l( s
p

−α)

dla A = (4s+1b2)1/p(1 + 2αp)1/p.

Twierdzenie 76. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną z dołu

i ustalmy α, p ∈ (0,∞). Wówczas:
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(i) jeśli αp > s, to dowolne u ∈ Ẇα,p
s (X, d, µ) jest równe µ-prawie wszędzie funkcji

ciągłej u∗ i ponadto dla pewnej stałej C ∈ (0,∞), zachodzi

sup
0<d(x,y)<1/3

|u∗(x) − u∗(y)|
d(x, y)α− s

p
≤ C[u]W α,p

s (X,d,µ); (2.1.3)

(ii) jeśli αp = s, to istnieją stałe C1, C2 ∈ (0,∞) takie, że dla każdego u ∈ Ẇα,p
s (X, d, µ)

spełniającego [u]W α,p
s (X,d,µ) > 0, zachodzi nierówność

−
∫

B(z,R)
exp

(
|u(x) −mu(B(z,R))|

C1[u]W α,p
s (X,d,µ)

)
dµ(x) ≤ C2 (2.1.4)

dla dowolnych R ∈ (0, 1/3] i z ∈ X;

(iii) jeśli αp < s, to istnieje stała C ∈ (0,∞) taka, że dla wszystkich u ∈ Ẇα,p
s (X, d, µ)

(
−
∫

B(z,R)
|u(x) −mu(B(z,R))|p∗

dµ(x)
)1/p∗

≤ CRα− s
p [u]W α,p

s (X,d,µ) (2.1.5)

dla dowolnych R ∈ (0, 1/3] i z ∈ X, gdzie p∗ = sp/(s− αp).

Dowód. (i) Ustalmy z ∈ X i R ∈ (0, 2/3]. Ponieważ αp > s, więc skończoną sumę po

prawej stronie nierówności (2.1.2) możemy oszacować przez sumę szeregu zbieżnego. Dla

wszystkich i, j ∈ N ∪ {0}, spełniających 0 ≤ i < j, otrzymujemy
∣∣∣∣mu

(
B
(
z,
R

2i

))
−mu

(
B
(
z,
R

2j

))∣∣∣∣ ≤ Ã [u]W α,p
s (X,d,µ)

Rα− s
p

2i(α− s
p

) , (2.1.6)

gdzie Ã = A/(1 − 2s/p−α) > 0. Stąd wynika, że
{
mu

(
B
(
z, R

2k

))}∞

k=0
jest ciągiem

Cauchy’ego, więc w szczególności jest zbieżny. Jednakże z lematu 73 wiemy, że istnieje

zbiór miary zero G taki, że mu

(
B
(
z, R

2k

))
zbiega do u(z) dla z ∈ X \G.

Biorąc i = 0 w (2.1.6) i przechodząc do granicy z j → ∞ dla z ∈ X\G, dostajemy
∣∣∣∣mu

(
B
(
z, R

))
− u(z)

∣∣∣∣ ≤ Ã [u]W α,p
s (X,d,µ)R

α− s
p . (2.1.7)

Załóżmy, że z, w ∈ X\G są takie, że 0 < d(z, w) < 1/3 i niech R = d(z, w). Wówczas

(2.1.7) implikuje

|u(z) − u(w)| ≤ |u(z) −mu(B(z,R))| + |u(w) −mu(B(w,R))|

+ |mu(B(z, R)) −mu(B(w,R))|

≤ 2Ã [u]W α,p
s (X,d,µ)d(z, w)α− s

p + |mu(B(z, R)) −mu(B(w,R))|. (2.1.8)
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Chcemy oszacować ostatni człon w (2.1.8). W tym celu stosujemy dwukrotnie (1.7.3)

i dostajemy

|mu(B(z,R)) −mu(B(w,R))| ≤
(

2bR−s
∫

B(z,R)
|u(x) −mu(B(w,R)|p dµ(x)

)1/p

≤
(

4b2 R−2s
∫

B(z,R)

∫
B(w,R)

|u(x) − u(y)|p dµ(y) dµ(x)
)1/p

≤
(

4b23s+αp Rαp−s
∫

B(z,R)

∫
B(w,R)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)
)1/p

≤ (4b23s+αp)1/p [u]W α,p
s (X,d,µ) d(z, w)α− s

p ,

gdzie ostatnią nierówność mamy dzięki nierówności trójkąta d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, w) +

d(w, y) < 3R. Stąd, wracając do (2.1.8), otrzymujemy

|u(z) − u(w)| ≤ C[u]W α,p
s (X,d,µ) d(z, w)α− s

p (2.1.9)

dla dowolnych z, w ∈ X\G takich, że d(z, w) < 1/3, gdzie C = 2Ã+ (4b23s+αp)1/p.

Teraz pokażemy, że funkcję u|X\G można rozszerzyć do funkcji u∗, która jest ciągła na

X i spełnia (2.1.3). Ponieważ miara każdej kuli jest dodatnia, więc stąd wynika, że zbiór

X\G jest gęsty w X. Zatem dla z ∈ G, istnieje ciąg zn ∈ X\G zbieżny do z. Zatem

|u(zn) − u(zm)| ≤ C[u]W α,p
s (X,d,µ)d(zn, zm)α− s

p .

Stąd wynika, że ciąg {u(zn)}∞
n=1 jest ciągiem Cauchy’ego w R. Niech u∗(z) oznacza jego

granicę, która nie zależy od wyboru ciągu zbieżnego do z. Istotnie, jeśli {z1
n}n∈N, {z2

n}n∈N

są dwoma ciągami punktów w X \G zbieżnymi do z i założymy, że

u(z1
n) → ξ, oraz u(z2

n) → η,

to wtedy

|ξ − η| = lim
n→∞

|u(z1
n) − u(z2

n)| ≤ lim sup
n→∞

C[u]W α,p
s (X,d,µ)d(z1

n, z
2
n)α− s

p = 0.

Dla x ∈ X \ G oznaczmy u∗(x) = u(x). Ustalmy teraz z, w ∈ X takie, że d(z, w) < 1/3.

Możemy znaleźć ciągi zn, wn ∈ X\G takie, że zn → z oraz wn → w. Wówczas

u(zn) → u∗(z), u(wn) → u∗(w).

Ponieważ d(z, w) < 1/3, to dla odpowiednio dużych n będzie zachodzić d(zn, wn) < 1/3.

Wtedy

|u∗(z) − u∗(w)| ≤ |u(zn) − u∗(z)| + |u(wn) − u∗(w)| + C[u]W α,p
s (X,d,µ) d(zn, wn)α− s

p .
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Zatem, przechodząc do granicy z n → ∞, ostatecznie otrzymujemy

|u∗(z) − u∗(w)| ≤ C[u]W α,p
s (X,d,µ) d(z, w)α− s

p .

(ii) Dzięki stwierdzeniu 56 możemy założyć, że [u]W α,p
s (X,d,µ) = 1. Ustalmy z ∈ X oraz

R ∈ (0, 1/3]. Z nierówności (2.1.2) otrzymujemy∣∣∣∣mu

(
B
(
x,
R

2j

))
−mu

(
B
(
x,
R

2i

))∣∣∣∣ ≤ A(j − i)

dla każdego x ∈ B(z,R) i wszystkich 0 ≤ i ≤ j, gdzie A = (4s+1b2)1/p(1 + 2αp)1/p.

Niech k0 będzie najmniejszą liczbą całkowitą, która spełnia 2k0s ≥ bR−s. Dla wszyst-

kich k ≥ k0 mamy ∣∣∣∣mu

(
B
(
x,

R

2k−k0

))
−mu

(
B
(
x,R

))∣∣∣∣ ≤ A(k − k0). (2.1.10)

Ponadto z definicji k0 wynika, że zachodzi

b ≤ 2k0sRs < 2sb. (2.1.11)

Teraz dla k ∈ Z definiujemy następujące zbiory

Ek =
{
x ∈ X :

∫
B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) ≤ 2ks

}
.

Ponieważ [u]W α,p
s (X,d,µ) = 1, więc

1 =
∫

X

∫
B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x) ≤
∑
k∈Z

∫
Ek\Ek−1

2ks dµ(x)

=
∑
k∈Z

2ksµ(Ek\Ek−1) = 2s
∑
k∈Z

∫
Ek\Ek−1

2(k−1)s dµ(x)

≤ 2s
∑
k∈Z

∫
Ek\Ek−1

∫
B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x) = 2s.

Zatem zachodzą nierówności

1 ≤
∑
k∈Z

2ksµ(Ek\Ek−1) ≤ 2s. (2.1.12)

Teraz dla dowolnego x ∈ Ek, k ≥ k0, stosując nierówność (1.7.3), otrzymujemy
∣∣∣∣u(x) −mu

(
B
(
x,

R

2k−k0

))∣∣∣∣ ≤
(

2b 2(k−k0)sR−s
∫

B(x,R/2k−k0 )
|u(x) − u(y)|p dµ(y)

)1/p

≤
(

2b 2(k−k0)sR−s
∫

B(x,R/2k−k0 )\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

R2s 2−2(k−k0)s dµ(y)
)1/p

≤ (2b 2−(k−k0)sRs 2ks)1/p = (2b 2k0s Rs)1/p < (2s+1b2)1/p. (2.1.13)
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Ponadto dla dowolnego w ∈ B(z,R) mamy

|mu(B(z,R)) −mu(B(w,R))| ≤
(

2bR−s
∫

B(z,R)

∣∣∣u(x) −mu(B(w,R))
∣∣∣p dµ(x)

)1/p

≤
(

4b2 R−2s
∫

B(z,R)

∫
B(w,R)

|u(x) − u(y)|p dµ(y) dµ(x)
)1/p

≤ (4b2 9s)1/p

( ∫∫
0<d(x,y)<1

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)
)1/p

= (4b2 9s)1/p. (2.1.14)

Zatem dla x ∈ Ek ∩B(z, R), k ≥ k0 połączenie nierówności (2.1.10), (2.1.13) oraz (2.1.14)

prowadzi do
∣∣∣u(x) −mu(B(z,R))

∣∣∣ ≤
∣∣∣∣u(x) −mu

(
B
(
x,

R

2k−k0

))∣∣∣∣+ |mu(B(x,R)) −mu(B(z,R))|

+
∣∣∣∣mu

(
B
(
x,

R

2k−k0

))
−mu(B(x,R))

∣∣∣∣
≤ (2s+1b2)1/p + (4b2 9s)1/p + A(k − k0) = A(k − k0) +D, (2.1.15)

gdzie D = (2s+1b2)1/p + (4b2 9s)1/p. Możemy wreszcie oszacować lewą stronę nierówności

(2.1.4). Niech C1 = A/C̃, gdzie exp(C̃) = 2s oraz niech C = exp
(
C̃D/A

)
i C2 = C(1+2s).

Wówczas, korzystając z (2.1.11), (2.1.12) oraz (2.1.15), otrzymujemy
∫

B(z,R)
exp

(
1
C1

∣∣∣∣u(x)−mu(B(z,R))
∣∣∣∣
)
dµ(x) ≤

∫
B(z,R)∩Ek0

exp
(
C̃

A
D
)
dµ(x)

+
∞∑

k=k0+1

∫
B(z,R)∩(Ek\Ek−1)

exp
(
C̃

A

(
A(k − k0) +D

))
dµ(x)

≤ Cµ
(
B(z,R) ∩ Ek0

)
+ C 2−k0s

∑
k∈Z

2ksµ(Ek\Ek−1)

≤ Cµ(B(z,R)) + C2s 1
b
Rs ≤ C2 µ(B(z, R)).

(iii) Dowód jest bardzo podobny do (ii). Zakładamy, że [u]W α,p
s (X,d,µ) = 1, ustalamy

z ∈ X i R ∈ (0, 1/3] oraz dla k ∈ Z rozważamy zbiory

Ek =
{
x ∈ X :

∫
B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) ≤ 2ks

}
.

Z założenia [u]W α,p
s (X,d,µ) = 1 wynika, że zachodzi (2.1.12). Nierówność (2.1.2) implikuje
∣∣∣∣mu

(
B
(
x,
R

2j

))
−mu

(
B
(
x,
R

2i

))∣∣∣∣ ≤ ARα− s
p

2j( s
p

−α)

2
s
p

−α − 1

dla każdego x ∈ B(z,R) i wszystkich 0 ≤ i ≤ j, gdzie A = (4s+1b2)1/p(1 + 2αp)1/p.
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s

Niech k0 będzie najmniejszą liczbą całkowitą spełniającą 2k0s ≥ bR−s. Dla wszystkich

x ∈ B(z, R) i k ∈ Z takich, że k ≥ k0, zachodzi

∣∣∣∣mu

(
B
(
x,

R

2k−k0

))
−mu(B(x,R))

∣∣∣∣ ≤ Ã Rα− s
p 2k( s

p
−α) 2k0(α− s

p
), (2.1.16)

gdzie Ã = (4s+1b2)1/p(1 + 2αp)1/p/(2
s
p

−α − 1).

Dla każdego x ∈ Ek z nierówności (1.7.3) wynika

∣∣∣∣u(x) −mu

(
B
(
x,

R

2k−k0

))∣∣∣∣ ≤
(

2b 2(k−k0)sR−s
∫

B(x,R/2k−k0 )
|u(x) − u(y)|p dµ(y)

)1/p

≤
(

2b 2(k−k0)sR−s
∫

B(x,R/2k−k0 )\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

(
R 2−(k−k0)

)s+αp

dµ(y)
)1/p

≤ (2b 2−(k−k0)αpRαp 2ks)1/p = (2b)1/p 2k( s
p

−α) (2k0(αp−s)2k0sRαp)1/p

< (2s+1b2)1/p Rα− s
p 2k( s

p
−α) 2k0(α− s

p
). (2.1.17)

Ponadto dla każdego w ∈ B(z,R) mamy

|mu(B(z, R)) −mu(B(w,R))| ≤
(

2bR−s
∫

B(z,R)

∣∣∣∣u(x) −mu(B(w,R))
∣∣∣∣p dµ(x)

)1/p

≤
(

4b2 R−2s
∫

B(z,R)

∫
B(w,R)

|u(x) − u(y)|p dµ(y) dµ(x)
)1/p

≤ (4b2 3s+αp)1/pRα− s
p

( ∫∫
0<d(x,y)<1

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)
)1/p

≤ (4b2 9s)1/pRα− s
p . (2.1.18)

Korzystając z nierówności (2.1.16), (2.1.17) oraz (2.1.18) dla x ∈ Ek ∩ B(z, R), k ≥ k0,

otrzymujemy

|u(x) −mu(B(z, R))| ≤
∣∣∣∣u(x) −mu

(
B
(
x,

R

2k−k0

))∣∣∣∣+ |mu(B(x,R)) −mu(B(z,R))|

+
∣∣∣∣mu

(
B
(
x,

R

2k−k0

))
−mu

(
B
(
x,R

))∣∣∣∣
≤ Rα− s

p 2k( s
p

−α) 2k0(α− s
p

)
(

(2s+1b2)1/p + (4b2 9s)1/p + (8s+1b2)1/p

2
s
p

−α − 1

)

= C Rα− s
p 2k( s

p
−α) 2k0(α− s

p
),
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gdzie C = (2s+1b2)1/p + Ã+ (4b2 9s)1/p. Ostatecznie dostajemy∫
B(z,R)

|u(x) −mu(B(z,R))|p∗
dµ(x) ≤

∞∑
k=k0+1

∫
B(z,R)∩(Ek\Ek−1)

Cp∗
R(α− s

p
)p∗2ks 2−k0s dµ(x)

+
∫

B(z,R)∩Ek0

Cp∗
R(α− s

p
)p∗
dµ(x)

≤ Cp∗
R(α− s

p
)p∗ 2−k0s

∑
k∈Z

2ksµ(Ek\Ek−1)

+ Cp∗
R(α− s

p
)p∗
µ
(
B(z,R) ∩ Ek0

)
≤ Cp∗(2s + 1)R(α− s

p
)p∗
µ(B(z, R)),

gdzie p∗ = sp/(s− αp).

Wykorzystując całą quasi-normę przestrzeni Wα,p
s (X, d, µ), możemy wzmocnić tezę

twierdzenia 76 (i).

Twierdzenie 77. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną z dołu

i niech α, p ∈ (0,∞) spełniają αp > s. Wówczas istnieje C̃ ∈ (0,∞) takie, że dla każdego

u ∈ Wα,p
s (X, d, µ)

∥u∗∥
C

0,α− s
p (X,d) ≤ C̃ ∥u∥W α,p

s (X,d,µ),

gdzie u∗ jest ciągłym reprezentantem u.

Dowód. Z twierdzenia 76 i) wiemy, że u jest równe prawie wszędzie funkcji ciągłej u∗,

która spełnia

|u∗(z) − u∗(w)| ≤ C [u]W α,p
s (X,d,µ) d(z, w)α− s

p (2.1.19)

dla z, w ∈ X takich, że d(z, w) < 1/3.

Ustalmy z ∈ X. Możemy znaleźć w ∈ B(z, 1/3) takie, że

|u∗(w)| ≤
(

1
µ(B(z, 1/3))

∫
B(z,1/3)

|u∗(y)|pdµ(y)
)1/p

≤ b1/p3
s
p ∥u∥Lp(X,µ).

Korzystając z (2.1.19), otrzymujemy

|u∗(z)| ≤ |u∗(z) − u∗(w)| + |u∗(w)| ≤ C [u]W α,p
s (X,d,µ) d(z, w)α− s

p + b1/p3
s
p ∥u∥Lp(X,µ)

≤ C ′ ∥u∥W α,p
s (X,d,µ),

gdzie C ′ = max{C 3
s
p

−α, b1/p3
s
p }. Stąd wynika

∥u∗∥C(X,d) ≤ C ′ ∥u∥W α,p
s (X,d,µ).
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Pozostało nam pokazać, że (2.1.19) zachodzi również, gdy d(z, w) ≥ 1/3. Wynika to

z poniższego rachunku

|u∗(z) − u∗(w)| ≤ 2 ∥u∗∥C(X,d)

= 2 3α− s
p ∥u∗∥C(X,d) 3

s
p

−α

≤ 2 3α− s
pC ′ ∥u∥W α,p

s (X,d,µ) d(z, w)α− s
p .

Stąd teza zachodzi dla C̃ = 2 · 3α− s
p max{C 3

s
p

−α, b1/p3
s
p } = 2 max{C, b1/p 3α}.

Podobnie jak w twierdzeniu 77 chcielibyśmy przy użyciu całej quasi-normy przestrzeni

Wα,p
s (X, d, µ) wzmocnić podpunkty (ii), (iii) twierdzenia 76, tzn. pokazać że teza jest

prawdziwa dla wszystkich promieni z przedziału (0, 1]. Udało się to zrobić przy dodatko-

wym założeniu na przestrzeń metryczną z miarą. Dla R, λ ∈ (0,∞) wprowadzamy funkcję

KR(λ) = sup
x∈X

µ(B(x,R + λ)).

Uwaga 78. Jeśli µ(X) < ∞, to dla każdego R, λ ∈ (0,∞) KR(λ) ≤ µ(X) < ∞.

Stwierdzenie 79. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną

z dołu. Załóżmy, że dla pewnych R ∈ (0,∞) i λ ∈ (0, 2] zachodzi KR(λ) < ∞. Wów-

czas dla każdego z ∈ X istnieje podzbiór A ⊆ B(z,R) taki, że

B(z,R) ⊆
⋃

a∈A

B(a, λ) oraz #A ≤ b2sKR(λ)/λs.

Dowód. Niech A będzie maksymalnym λ-rozdzielonym zbiorem w B(z, R). Ponieważ

(X, d) jest ośrodkowa, więc ze stwierdzenia 34 wynika, że A jest zbiorem co najwyżej

przeliczalnym. Wówczas

B(z,R) ⊆
⋃

a∈A

B(a, λ)

oraz

KR(λ) ≥ µ(B(z,R + λ)) ≥ µ
( ⋃

a∈A

B(a, λ)
)

≥ µ
( ⋃

a∈A

B(a, λ/2)
)

=
∑
a∈A

µ(B(a, λ/2)) ≥ 1
b
(λ/2)s#A.

Stąd otrzymujemy drugą część tezy.

Twierdzenie 80. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną

z dołu. Ustalmy α, p ∈ (0,∞) spełniające αp ≥ s. Załóżmy, że K1(λ) < ∞ dla pew-

nej λ ∈ (0,∞). Wówczas:
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(i) jeśli αp = s, to istnieją stałe C̃1, C̃2 ∈ (0,∞) takie, że dla każdego niezerowego

u ∈ Wα,p
s (X, d, µ) zachodzi

−
∫

B(z,R)
exp

(
|u(x) −mu(B(z,R))|
C̃1∥u∥W α,p

s (X,d,µ)

)
dµ(x) ≤ C̃2 (2.1.20)

dla dowolnych z ∈ X i R ∈ (0, 1];

(ii) jeśli αp < s, to istnieje stała C̃ ∈ (0,∞) taka, że dla każdego u ∈ Wα,p
s (X, d, µ)

zachodzi nierówność(
−
∫

B(z,R)
|u(x) −mu(B(z,R))|p∗

dµ(x)
)1/p∗

≤ C̃Rα− s
p ∥u∥W α,p

s (X,d,µ) (2.1.21)

dla dowolnych z ∈ X i R ∈ (0, 1], gdzie p∗ = sp/(s− αp).

Dowód. Mając na uwadze twierdzenie 76, bez utraty ogólności możemy założyć, że4 R ∈

(1/3, 1] oraz λ ∈ (0, 1/3]. Ze stwierdzenia 79 istnieje zbiór A ⊆ B := B(z,R) taki, że

B(z, R) ⊆
⋃

a∈A

B(a, λ) oraz #A ≤ b2sK1(λ)/λs. (2.1.22)

(i) Niech C1, C2 będą stałymi z twierdzenia 76 (ii). Stosując nierówność trójkąta,

otrzymujemy
∫

B
exp

(
|u(x) −mu(B)|
C1∥u∥W α,p

s (X,d,µ)

)
dµ(x) ≤

∑
a∈A

∫
B(a,λ)

exp
(

|u(x) −mu(B)|
C1∥u∥W α,p

s (X,d,µ)

)
dµ(x) (2.1.23)

≤
∑
a∈A

∫
B(a,λ)

exp
(

|u(x) −mu(B(a, λ))|
C1∥u∥W α,p

s (X,d,µ)

)
exp

(
|mu(B(a, λ)) −mu(B))|

C1∥u∥W α,p
s (X,d,µ)

)
dµ(x).

Ostatni wyraz jesteśmy w stanie skontrolować, ponieważ

|mu(B(a, λ)) −mu(B(z,R))| ≤
(

4b2λ−sR−s
∫

B(a,λ)

∫
B(z,R)

|u(x) − u(y)|p dµ(y)dµ(x)
)1/p

≤
(

4b2λ−sR−s2p
∫

B(a,λ)

∫
B(z,R)

|u(x)|p + |u(y)|p dµ(y)dµ(x)
)1/p

≤
(

4b2λ−s3s2p
(
µ(B(z,R)) + µ(B(a, λ))

)
∥u∥p

Lp(X,µ)

)1/p

≤ D∥u∥Lp(X,µ), (2.1.24)

4W twierdzeniu 76 (ii) zakładamy, że [u]W α,p
s (X,d,µ) > 0. Jeśli [u]W α,p

s (X,d,µ) = 0 i ∥u∥Lp(X,µ) > 0, to

w przypadku (i) dla R ∈ (0, 1/3] przy pomocy (1.7.3) łatwo można pokazać, że dla wszystkich z ∈ X

u jest równe mu(B(z,R)) µ-prawie wszędzie na B(z,R). Więc (2.1.20) zachodzi w tym przypadku dla

dowolnego C ∈ (0,∞).
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gdzie D = (b2λ−s3s2p+3K1(λ))1/p. Ostatecznie, stosując (2.1.22), (2.1.23), (2.1.24) oraz

twierdzenie 76 (ii), otrzymujemy
∫

B
exp

(
|u(x) −mu(B)|
C1∥u∥W α,p

s (X,d,µ)

)
dµ(x) ≤

∑
a∈A

C2 µ(B(a, λ)) exp
(
D

C1

)

≤ b3sC2 exp
(
D

C1

)∑
a∈A

K1(λ)µ(B(z,R))

= b3sC2 exp
(
D

C1

)
K1(λ)#Aµ(B(z, R))

≤ C̃2 µ(B(z,R)),

gdzie C̃2 = b3sC2 exp
(
D

C1

)
K1(λ)#A.

(ii) Z nierówności trójkąta, twierdzenia 76 (iii), (2.1.22) oraz (2.1.24) dostajemy
∫

B
|u(x) −mu(B)|p∗

dµ(x) ≤
∑
a∈A

2p∗
∫

B(a,λ)

|u(x) −mu(B(a, λ))|p∗
dµ(x)

+
∑
a∈A

2p∗
∫

B(a,λ)

|mu(B(a, λ)) −mu(B(z,R))|p∗
dµ(x)

≤
∑
a∈A

2p∗
Cp∗

λ−s[u]p
∗

W α,p
s (X,d,µ)µ(B(a, λ))

+
∑
a∈A

2p∗
Dp∗∥u∥p∗

Lp(X,µ)µ(B(a, λ))

≤ b2sK2
1(λ)
λs

(
2p∗
Cp∗

λ−s[u]p
∗

W α,p
s (X,d,µ) + 2p∗

Dp∗∥u∥p∗

Lp(X,µ)

)

≤ b2sK2
1(λ)
λs

(
2p∗
Cp∗

λ−s + 2p∗
Dp∗

) 1
b
Rs

1
b
Rs

∥u∥p∗

W α,p
s (X,d,µ)

≤ C̃p∗
R−sµ(B(z,R))∥u∥p∗

W α,p
s (X,d,µ),

gdzie C̃ =
(
b2sK2

1(λ)
(

2p∗
Cp∗

λ−s + 2p∗
Dp∗

)
/λs

)1/p∗

.

2.2 Oszacowanie normy funkcji wycinającej

Zajmiemy się teraz analizą warunków koniecznych na zachodzenie zanurzeń Sobolewa.

Kluczową rolę odegra poniższy lemat, udowodniony w pracy [108] w przypadku eukli-

desowym oraz w pracy [51] w przypadku przestrzeni Słobodeckiego, zdefiniowanych po-

przez całkowanie na pełnym produkcie5. Dla z ∈ X i dwóch promieni spełniających
5Na mocy uwagi 62, wyniki zaprezentowane w podrozdziałach 2.2-2.3 są ogólniejsze od wyników po-

chodzących z artykułu [51].
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0 < r < R ≤ 1, wprowadzamy następującą funkcję wycinającą

Φr,R(x) =



1 dla x ∈ B(z, r),
R−d(x,z)

R−r
dla x ∈ B(z,R)\B(z, r),

0 dla x ∈ X\B(z,R).

Lemat 81. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną z góry

i niech b ∈ (0,∞) będzie stałą z nierówności (1.2.1). Dla każdego α ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞)

istnieje stała C1 = C1(α, s, p, b) ∈ (0,∞) taka, że dla wszystkich 0 < r < R ≤ 1 i z ∈ X

mamy

∥Φr,R∥W α,p
s (X,d,µ) ≤ C1

µ(B(z,R))
1
p

(R − r)α
. (2.2.1)

Dowód. Ponieważ Φr,R ≤ χB(z,R) oraz R ≤ 1, stąd

∥Φr,R∥Lp(X,µ) ≤ µ(B(z, R))
1
p

(R − r)α
.

W takim razie wystarczy oszacować quasi-półnormę Słobodeckiego. Z s-regularności

z góry miary µ wynika, że zbiór {(x, x) : x ∈ X} ma miarę produktową równą zero,

więc nie musimy go uwzględniać przy szacowaniu quasi-półnormy. Skoro Φr,R = 0 na

X \B(z, R), to korzystając z Twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

[Φr,R]pW α,p
s (X,d,µ) =

∫∫
0<d(x,y)<1

|Φr,R(x) − Φr,R(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y)dµ(x)

=
∫

X

∫
X\B(z,R)

|Φr,R(x)|p
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y)dµ(x)

+
∫

X

∫
B(z,R)

|Φr,R(x) − Φr,R(y)|p
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y)dµ(x)

=
∫

B(z,R)

∫
X\B(z,R)

|Φr,R(x)|p
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y)dµ(x)

+
∫

X\B(z,R)

∫
B(z,R)

|Φr,R(y)|p
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y)dµ(x)

+
∫

B(z,R)

∫
B(z,R)

|Φr,R(x) − Φr,R(y)|p
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y)dµ(x)

= 2
∫

B(z,R)

∫
X\B(z,R)

|Φr,R(x)|p
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y)dµ(x)

+
∫

B(z,R)

∫
B(z,R)

|Φr,R(x) − Φr,R(y)|p
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y)dµ(x)

= H1 +H2.
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Dla każdego x ∈ B(z, R) mamy X\B(z,R) ⊆ X\B(x,R − d(x, z)), zatem∫
X\B(z,R)

1
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y) ≤
∫

B(x,1)\B(x,R−d(x,z))

1
d(x, y)s+αp

dµ(y).

Ustalmy ξ ∈ [0, R). Jeśli R − ξ < 1, to istnieje liczba naturalna k0 ≥ 1, która spełnia

2−k0 ≤ R − ξ < 2−k0+1.

Wówczas s-regularność z góry implikuje∫
B(x,1)\B(x,R−ξ)

1
d(x, y)s+αp

dµ(y) ≤
∫

B(x,1)\B(x,2−k0 )

1
d(x, y)s+αp

dµ(y)

=
k0∑

k=1

∫
B(x,2−k+1)\B(x,2−k)

1
d(x, y)s+αp

dµ(y)

≤ 2sb
k0∑

k=1

2−ks

2−k(s+αp) = 2sb
k0∑

k=1
2kαp

≤ 2sb

1 − 2−αp
2k0αp ≤ 2s+αpb

1 − 2−αp

1
(R − ξ)αp

. (2.2.2)

Natomiast jeśli R − ξ = 1, to powyższa nierówność również zachodzi, gdyż B(x, 1) \

B(x,R − ξ) = ∅, więc lewa strona jest równa zero, a prawa jest dodatnia. Korzystając

z powyższego oszacowania dla ξ = d(x, z) i monotoniczności odwzorowań t 7→ (R− t)−αp,

t 7→ (R − t)p−αp dla t ∈ (0, R), otrzymujemy

H1 ≤ 2s+αp+1b

1 − 2−αp

∫
B(z,R)

|Φr,R(x)|p
(R − d(x, z))αp

dµ(x)

= 2s+αp+1b

1 − 2−αp

∫
B(z,r)

1
(R − d(x, z))αp

dµ(x)

+ 2s+αp+1b

1 − 2−αp

∫
B(z,R)\B(z,r)

R − d(x, z)
R − r

p
1

(R − d(x, z))αp
dµ(x)

≤ 2s+αp+1b

1 − 2−αp

µ(B(z, r))
(R − r)αp

+ 2s+αp+1b

1 − 2−αp

µ(B(z, R)\B(z, r))
(R − r)αp

= 2s+αp+1b

1 − 2−αp

µ(B(z,R))
(R − r)αp

.

Teraz zajmiemy się całką H2. Rozbijamy ją, w następujący sposób

H2 =
∫

B(z,R)

∫
B(x,R−r)∩B(z,R)

|Φr,R(x) − Φr,R(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y)dµ(x)

+
∫

B(z,R)

∫
B(z,R)\B(x,R−r)

|Φr,R(x) − Φr,R(y)|p
d(x, y)s+αp

χB(x,1)(y) dµ(y)dµ(x)

= H2,1 +H2,2.
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2.3. Warunki konieczne dla miar s-regularnych z góry

W celu oszacowania całki H2,1 będziemy musieli odpowiednio skontrolować wielkość∫
B(x,R−r)

1/d(x, y)s+αp−p dµ(y). W tym celu rozważamy dwa przypadki.

Jeśli s+ αp− p ≤ 0, to natychmiast z monotoniczności i górnej s-regularności mamy∫
B(x,R−r)

1
d(x, y)s+αp−p

dµ(y) ≤ b(R − r)p−αp.

Natomiast jeśli s+ αp− p > 0, to z s-regularności z góry miary µ dostajemy∫
B(x,R−r)

1
d(x, y)s+αp−p

dµ(y)

≤
∞∑

k=0

∫
B(x,2−k(R−r))\B(x,2−(k+1)(R−r))

(
2−(k+1)(R − r)

)−s−αp+p
dµ(y)

≤ b2s+αp−p
∞∑

k=0

(
2−k(R − r)

)p−αp
= b

2p−αp−s − 2−s
(R − r)p−αp.

Ponieważ Φr,R jest funkcją lipszycowską ze stałą 1/(R − r), więc otrzymujemy

H2,1 ≤
∫

B(z,R)

∫
B(x,R−r)∩B(z,R)

1
(R − r)p

1
d(x, y)s+αp−p

dµ(y)dµ(x)

≤ max
{

b

2p−αp−s − 2−s
, b

}
µ(B(z,R))
(R − r)αp

.

Z drugiej strony nierówność (2.2.2) dla ξ = r implikuje∫
B(x,1)\B(x,R−r)

1
d(x, y)s+αp

dµ(y) ≤ 2s+αpb

1 − 2−αp
(R − r)−αp.

Stąd dostajemy

H2,2 ≤
∫

B(z,R)

∫
B(x,1)\B(x,R−r)

1
d(x, y)s+αp

dµ(y)dµ(x)

≤ 2s+αpb

1 − 2−αp

µ(B(z,R))
(R − r)αp

,

co kończy dowód lematu.

2.3 Warunki konieczne dla miar s-regularnych z góry

Twierdzenie 82. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną z góry

i niech α ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞), q ∈ (p,∞) będą ustalone. Załóżmy, że istnieje stała

C ∈ (0,∞) taka, że dla wszystkich u ∈ Wα,p
s (X, d, µ) zachodzi

∥u∥Lq(X,µ) ≤ C ∥u∥W α,p
s (X,d,µ). (2.3.1)

Wówczas µ jest αpq
q−p

-regularna z dołu.
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s

Poniższy dowód opiera się na metodach pochodzących z prac [75, 4].

Dowód. Ustalmy z ∈ X, r ∈ (0, 1] i dla j ∈ N zdefiniujmy

rj = (2−j−1 + 2−1)r.

Ponadto dla j ∈ N wprowadzamy oznaczenie Bj = B(z, rj) i uj = Φrj+1,rj
. Łącząc osza-

cowania (2.2.1) oraz (2.3.1), otrzymujemy

∥uj∥Lq(X,µ) ≤ C1C 2α(j+2)µ(Bj)
1
p

rα
.

Z drugiej strony ponieważ uj ≥ χBj+1 , to mamy

∥uj∥Lq(X,µ) ≥ µ(Bj+1)
1
q .

Stąd otrzymujemy nierówność

µ(Bj+1)
1
q ≤ 4αC1C

rα
2αjµ(Bj)

1
p .

Korzystając z lematu 53 dla

aj = µ(Bj), ρ = 4αC1C

rα
, τ = 2α, a = µ(B(z, r/2)) oraz b = µ(B(z, r)),

otrzymujemy

µ
(
B(z, 3

4r)
)1− p

q 4αpCp
1C

p
2

rαp
2

αpq
q−p ≥ 1.

Stąd dostajemy

µ(B(z, r)) ≥ µ
(
B(z, 3

4r)
)

≥ C̃r
αpq
q−p ,

gdzie

C̃ = (4αC1C2
αq

q−p )
pg

p−q .

W poniższym twierdzeniu wielkość [u]C0,0(X,d) rozumiemy jako sup
x,y∈X

|u(x) − u(y)|.

Twierdzenie 83. Niech (X, d, µ) będzie lokalnie jednostajnie doskonałą przestrzenią me-

tryczną z miarą s-regularną z góry. Ustalmy α ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞) i β ∈ [0,∞). Załóżmy,

że istnieje stała C ∈ (0,∞) taka, że

[u]C0,β(X,d) ≤ C ∥u∥W α,p
s (X,d,µ) (2.3.2)

dla wszystkich u ∈ Wα,p
s (X, d, µ). Wówczas µ jest p(α− β)-regularna z dołu.
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2.3. Warunki konieczne dla miar s-regularnych z góry

Dowód. Z założenia (2.3.2) i lematu 81 wynika

[
ΦR̃,R

]
C0,β(X,d)

= sup
x,y∈X, x ̸=y

|ΦR̃,R(x) − ΦR̃,R(y)|
d(x, y)β

≤ C1C
µ(B(z, R))

1
p

(R − R̃)α

dla 0 < R̃ < R ≤ 1. Ustalmy r ∈ (0, 1] i weźmy λ ∈ (0, 1), która spełnia warunek lokalnej

jednostajnej doskonałości. Niech y ∈ B(z, r)\B(z, λr), x = z i połóżmy R̃ = λ2r, R = λr.

Wówczas mamy

1 =
∣∣∣ΦR̃,R(x) − ΦR̃,R(y)

∣∣∣ ≤ C1C
µ(B(z, λr))

1
p

(λ− λ2)αrα
λβrβ

i stąd

µ(B(z, r)) ≥ µ(B(z, λr)) ≥ C̃rp(α−β),

gdzie

C̃ =
(

(λ− λ2)α

λβC1C

)p

.

Twierdzenie 84. Niech (X, d, µ) będzie lokalnie jednostajnie doskonałą przestrzenią me-

tryczną z miarą s-regularną z góry. Ustalmy α ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞) i γ ∈ (0,∞). Przypu-

śćmy, że istnieją stałe C2, C3 ∈ (0,∞) takie, że dla każdego niezerowego u ∈ Wα,p
s (X, d, µ)

oraz wszystkich z ∈ X i r ∈ (0, 1], mamy nierówność

inf
c∈R

∫
B(z,r)

exp
C2

|u(x) − c|
∥u∥W α,p

s (X,d,µ)

γ

dµ ≤ C3 µ(B(z, r)). (2.3.3)

Wówczas µ jest αp-regularna z dołu.

Dowód. Bez utraty ogólności możemy założyć, że (X, d) jest λ-lokalnie jednostajnie do-

skonała dla λ ∈ (0, 1/5). Na mocy lematu 52, wystarczy pokazać nierówność (1.2.2) dla

z ∈ X i promieni r ∈ (0, 1] spełniających nierówność

r ≤ 3
λ2ϕz(r). (2.3.4)

Ustalmy więc z ∈ X i r ∈ (0, 1] takie, że (2.3.4) zachodzi i oznaczmy B = B(z, r). Niech

rj = (2−j−1 + 2−1)ϕz(r), Bj = B(z, rj) oraz uj = Φrj+1,rj
. Wówczas, łącząc oszacowanie

(2.2.1) z (2.3.4), otrzymujemy

∥uj∥W α,p
s (X,d,µ) ≤ C1

3α

λ2α

2α(j+2)

rα
µ(Bj)

1
p , (2.3.5)
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2. Ciągłe zanurzenia przestrzeni Wα,p
s

gdzie C1 jest stałą z (2.2.1). Dla każdego c ∈ R, na mocy lematu 52 ii), nierówność

|uj − c| ≥ 1
2 (2.3.6)

zachodzi na pewnym podzbiorze kuli B, który ma miarę co najmniej µ(Bj+1). Następnie

z (2.3.5), (2.3.6) oraz (2.3.3) wnioskujemy, że

µ(Bj+1)
µ(B) exp

C2

1
2λ

2αrα

C1 3α 2α(j+2) µ(Bj)
1
p

γ

≤ C3. (2.3.7)

Bez utraty ogólności, możemy założyć że C3 > 1. Wówczas nierówność (2.3.7) możemy

przekształcić do
C2λ

2αrα

2C1 12α 2αj (µ(Bj))
1
p

≤
(

log
(
C3

µ(B)
µ(Bj+1)

)) 1
γ

. (2.3.8)

Weźmy dowolne q > p/γ. Z elementarnej nierówności log y ≤ qy
1
q , która zachodzi dla

wszystkich y, q > 0, otrzymujemy(
log

(
C3

µ(B)
µ(Bj+1)

)) 1
γ

≤ q
1
γ

(
C3

µ(B)
µ(Bj+1)

) 1
γq

. (2.3.9)

Połączenie (2.3.8) z (2.3.9) prowadzi do

µ(Bj+1)
1

γq ≤ 2C1C
1

γq

3 12α q
1
γ µ(B)

1
γq

C2λ2αrα
2αjµ(Bj)

1
p .

Stosując teraz lemat 53 dla

aj = µ(Bj), ρ = 2C1C
1

γq

3 12α q
1
γ µ(B)

1
γq

C2λ2αrα
, τ = 2α, a = µ(B(z, λ2r/6)) oraz b = µ(B(z, r)),

otrzymujemy

1 ≤ µ(B1)1− p
γq

(
2C1C

1
γq

3 12α q
1
γ µ(B)

1
γq

C2λ2αrα

)p

2
αpγq
γq−p ≤ µ(B)

(
2C1C

1
γq

3 12α q
1
γ

C2λ2αrα

)p

2
αpγq
γq−p

i stąd

µ(B(z, r)) ≥ rαp

 C2λ
2α

2C1C
1

γq

3 12α q
1
γ

p

2
αpγq
p−γq .

Powyższą nierówność otrzymaliśmy dla wszystkich z ∈ X i r ∈ (0, 1] spełniających r ≤
3
λ2ϕz(r). Z lematu 52 wynika, że dla wszystkich z ∈ X i wszystkich r ∈ (0, 1] musi

zachodzić

µ(B(z, r)) ≥ rαp

 C2λ
3α

2C1C
1

γq

3 6α q
1
γ

p

2
αpγq
p−γq ,

co kończy dowód twierdzenia.
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Twierdzenie 85. Niech (X, d, µ) będzie lokalnie jednostajnie doskonałą przestrzenią me-

tryczną z miarą s-regularną z góry. Ustalmy α ∈ (0, 1), β ∈ R, p ∈ (0,∞) i q ∈ (p,∞).

Załóżmy, że istnieje stała C4 ∈ (0,∞) taka, że dla wszystkich u ∈ Wα,p
s (X, d, µ), z ∈ X

i r ∈ (0, 1] zachodzi

inf
c∈R

(
1

µ(B)

∫
B

|u(x) − c|q dµ(x)
)1/q

≤ C4r
β ∥u∥W α,p

s (X,d,µ). (2.3.10)

Wówczas µ jest p(α− β)-regularna z dołu.

Dowód. Dowód jest bardzo podobny do dowodu twierdzenia 84. Możemy założyć, że λ ∈

(0, 1/5) i pokażemy nierówność (1.2.2) dla z ∈ X, r ∈ (0, 1] spełniających (2.3.4). Ustalmy

więc z ∈ X i r ∈ (0, 1] spełniające (2.3.4) i oznaczmy B = B(z, r), rj = (2−j−1+2−1)ϕz(r),

Bj = B(z, rj) oraz uj = Φrj+1,rj
. Wówczas z lematu 81

∥uj∥W α,p
s (X,d,µ) ≤ C1

3α

λ2α

2α(j+2)

rα
µ(Bj)

1
p , (2.3.11)

gdzie C1 jest stałą z (2.2.1). Z lematu 52 ii), dla każdego c ∈ R nierówność

|uj − c| ≥ 1/2

zachodzi na pewnym podzbiorze B o mierze równej co najmniej µ(Bj+1). Łącząc powyższą

nierówność z (2.3.10) oraz (2.3.11), otrzymujemy

µ(Bj+1)
1
q ≤ 2C1 C4 12α

λ2α
rβ−αµ(B)

1
q 2αjµ(Bj)

1
p .

Korzystając z lematu 53 dla

aj = µ(Bj), ρ = 2C1 C4 12α

λ2α
rβ−αµ(B)

1
q , τ = 2α, a = µ(B(z, λ2r/6)) oraz b = µ(B(z, r)),

otrzymujemy

1 ≤ µ(B1)1− p
q

(
2C1C412α

λ2α

)p

rp(β−α) µ(B)
p
q 2

αpq
q−p

i stąd wynika, że

µ(B(z, r)) ≥
(

λ2α

2C1C412α

)p

2
αpq
p−q rp(α−β)

dla z ∈ X, r ∈ (0, 1] spełniających (2.3.4). Ostatecznie z lematu 52 wynika, że dla

dowolnych z ∈ X i r ∈ (0, 1] zachodzi nierówność

µ(B(z, r)) ≥
(
λ3α−β2α−β

2C1C412α

)p

2
αpq
p−q rp(α−β).
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2.4 Uwagi o optymalności zanurzeń

Poniższy wniosek pokazuje, że dla miar s-regularnych z góry wykładnik p∗ = sp
s−αp

w cią-

głych zanurzeniach Sobolewa jest optymalny.

Wniosek 86. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną z góry

i niech α ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞), q ∈ (p,∞) spełniają αp < s. Jeśli q > p∗ = sp
s−αp

, to

Wα,p
s (X, d, µ) ̸↪→ Lq(X,µ).

Ponadto jeśli zachodzi ciągłe zanurzenie

Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ Lp∗(X,µ),

to µ jest s-regularna.

Dowód. Druga część wynika z twierdzenia 82 dla q = p∗, gdyż

αpp∗

p∗ − p
=

αsp2

s−αp
sp

s−αp
− p

= αsp

s− (s− αp) = s.

Przypuśćmy, żeWα,p
s (X, d, µ) ↪→ Lq(X,µ) dla q > p∗. Z twierdzenia 82 wynika, że możemy

znaleźć takie A > 0, że

Ars̃ ≤ µ(B(x, r)) ≤ brs dla r ∈ (0, 1],

gdzie s̃ = αpq
q−p

. Ponieważ funkcja q 7→ αpq
q−p

jest malejąca na (p,∞), więc s̃ < s. Z powyższej

nierówności wynika, że dla r ∈ (0, 1] zachodzi A/b ≤ rs−s̃. Przechodząc z r → 0+,

otrzymujemy, że A/b ≤ 0, co jest sprzecznością.

Analogiczny wniosek zachodzi dla zanurzeń w przestrzeń funkcji hölderowsko ciągłych.

Wniosek 87. Niech (X, d, µ) będzie lokalnie jednostajnie doskonałą przestrzenią me-

tryczną z miarą s-regularną z góry. Niech α ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞) i β ∈ [0,∞). Jeśli

β > α− s/p, to

Wα,p
s (X, d, µ) ̸↪→ C0,β(X, d).

Ponadto jeśli zachodzi ciągłe zanurzenie

Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ C0,α−s/p(X, d),

to µ jest s-regularna.
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2.5. Zanurzenia w Mα,p(X, d, µ)

Dowód. Druga część wynika natychmiast z twierdzenia 83, ponieważ

p(α− (α− s/p)) = s.

Natomiast pierwszą część jest analogiczna do poprzedniego wniosku i wynika z twierdze-

nia 83 oraz z tego, że dla β > α− s/p mamy p(α− β) < s.

2.5 Zanurzenia w Mα,p(X, d, µ)

Twierdzenie 88. Ustalmy θ, s ∈ (0,∞) i niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną

z miarą θ-regularną dołu. Załóżmy, że α, p ∈ (0,∞) spełniają αp > θ − s. Wówczas dla

β = α + (s− θ)/p zachodzi ciągłe zanurzenie

Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ Mβ,p(X, d, µ).

Podobny rezultat do powyższego, przy dodatkowych założeniach został pokazany

w pracy [21].

Dowód. Niech u ∈ Wα,p
s (X, d, µ) i definiujemy następujący zbiór miary zero

G =
{
x ∈ X :

∫
B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) = ∞ lub |u(x)| = ∞
}
.

Ustalmy z, w ∈ X\G takie, że 0 < d(z, w) < 1/2 i niech r = d(z, w). Korzystając z (1.7.3),

otrzymujemy

|u(z) − u(w)| ≤ |u(z) −mu(B(z, r)| + |mu(B(z, r) − u(w)|

≤
(

2br−θ
∫

B(z,r)
|u(z) − u(y)|p dµ(y)

)1/p

+
(

2br−θ
∫

B(z,r)
|u(w) − u(y)|p dµ(y)

)1/p

= (2b)1/pr−θ/p

[( ∫
B(z,r)\{z}

|u(z) − u(y)|p dµ(y)
)1/p

+
( ∫

B(z,r)\{w}
|u(w) − u(y)|p dµ(y)

)1/p ]

≤ (2b)1/pr−θ/p

( ∫
B(z,r)\{z}

|u(z) − u(y)|p
d(z, y)s+αp

rs+αp dµ(y)
)1/p

+
( ∫

B(w,2r)\{w}

|u(w) − u(y)|p
d(w, y)s+αp

(2r)s+αp dµ(y)
)1/p


≤ Cd(z, w)−θ/p+s/p+α

(
g(z) + g(w)

)
,
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gdzie C = (2b)1/p(1 + 2s/p+α) oraz

g(x) :=
(∫

B(x,1)\{x}

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y)
)1/p

∈ Lp(X,µ).

Natomiast jeśli d(z, w) ≥ 1
2 , to

|u(z) − u(w)| ≤ |u(z)| + |u(w)| ≤ 2βd(z, w)β
(
|u(z)| + |u(w)|

)
.

Stąd funkcja h(x) := max{Cg(x), 2β|u(x)|} jest β-gradientem Hajłasza funkcji u. Zatem

zachodzi ciągłe zanurzenie Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ Mβ,p(X, d, µ).

Przykład 89. Ustalmy p ∈ [1,∞), α ∈ (0, 1) i niech (X, d, µ) = (Ω, | · |, ln
¬ Ω), gdzie Ω

jest ograniczonym, otwartym i spójnym podzbiorem Rn o gładkim brzegu, wyposażonym

w metrykę euklidesową i miarę Lebesgue’a. Wówczas Mα,p(Ω) ⊈ Wα,p
s (Ω) dla s ≥ n +

(1 − α)p.

Niniejszy przykład pokazuje, że w twierdzeniu 88 inkluzja w drugą stronę na ogół nie

zachodzi. Dla α = β mamy natychmiast, że θ = s, więc warunek αp > θ − s zawsze

jest spełniony. Natomiast z założenia o gładkości obszaru wynika, że Ω jest n-regularna

z dołu. Ponieważ s > n, więc Ω jest również s-regularna z dołu.

Dowód. Dla dowolnego u ∈ Wα,p
s (Ω) zachodzi

∫∫
|x−y|<1

|u(x) − u(y)|p
|x− y|s+αp

dydx ≥
∫∫

|x−y|<1

|u(x) − u(y)|p
|x− y|n+p

dydx.

Z rezultatów Brezisa [25] wynika, że W 1,p
n (Ω) składa się tylko z funkcji stałych, zatem

dimWα,p
s (Ω) = 1. Z drugiej strony Mα,p(Ω) jest przestrzenią nieskończenie wymiarową,

ponieważ zawiera funkcje lipszycowskie o ograniczonym nośniku.

Przykład 90. Niech θ ∈ (2,∞) i zdefiniujmy

Ω(θ) =
{
(x, y) ∈ R2 : y ∈ (0, 1) oraz |x| < yθ−1

}
.

Wówczas (Ω(θ), | · |, l2
¬ Ω(θ)) jest θ-regularna z dołu.

Dowód. Ustalmy r ∈ (0, 1/2] i niech η(r) > 0 spełnia

η2(r) + η2θ−2(r) = r2. (2.5.1)

Ponieważ θ > 2 oraz η(r) ∈ (0, 1/2), to zachodzi η(r) ≥ r/
√

2.
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Zdefiniujmy teraz następujący zbiór

T = {(s, t) : 0 < t < η(r) oraz |s| < tθ−1}.

Z (2.5.1) wynika, że T ⊆ Ω(θ) ∩B((0, 0), r). Stąd

l2
(
Ω(θ) ∩B((0, 0), r)

)
≥ l2(T ) =

∫ η(r)

0
2yθ−1dy = 2

θ
ηθ(r) ≥ 21−θ/2

θ
rθ. (2.5.2)

Niech y ∈ [0, 1 − η(r)] oraz x ∈ [−yθ−1, yθ−1]. Wówczas zachodzi inkluzja

Tx,y := T + (x, y) ⊆ Ω(θ). (2.5.3)

Żeby pokazać powyższą inkluzję, przekształćmy definicję zbioru Tx,y

Tx,y = {(x+ s, y + t) : 0 < t < η(r) oraz |s| < tθ−1}

= {(s, t) : y < t < y + η(r) oraz x− (t− y)θ−1 < s < x+ (t− y)θ−1}.

Z założeń na y i x wynika, że (y, y + η(r)) ⊆ (0, 1) oraz (x− (t− y)θ−1, x+ (t− y)θ−1) ⊆

(−yθ−1 − (t−y)θ−1, yθ−1 +(t−y)θ−1) dla t ∈ (y, y+η(r)). Funkcja y 7→ yθ−1 jest wypukła

oraz przekształca zero na zero, więc dla a, b ≥ 0 zachodzi6

aθ−1 + bθ−1 ≤ (a+ b)θ−1.

Stąd wynika, że dla t ∈ (y, y + η(r)) mamy

yθ−1 + (t− y)θ−1 ≤ tθ−1,

−yθ−1 − (t− y)θ−1 ≥ −tθ−1.

Zatem dla t ∈ (y, y + η(r)) mamy (x − (t − y)θ−1, x + (t − y)θ−1) ⊆ (−tθ−1, tθ−1), więc

inkluzja (2.5.3) jest prawdziwa. Korzystając z (2.5.2), otrzymujemy, że dla r ∈ (0, 1/2],

y ∈ [0, 1 − η(r)] i x ∈ [−yθ−1, yθ−1] zachodzi

l2
(
Ω(θ) ∩B((x, y), r)

)
≥ l2(Tx,y) = l2(T ) ≥ 21−θ/2

θ
rθ. (2.5.4)

Zdefiniujmy Ω̂ = {(x, y) ∈ Ω(θ) : y ∈ (0, 1/2] oraz x ∈ (−yθ−1yθ−1)}. Ponieważ

η(r) ∈ (0, 1/2) dla r ∈ (0, 1/2], więc dla (x, y) ∈ Ω̂ zachodzi (2.5.4). Natomiast zbiór Ω̃ :=

Ω(θ)\Ω̂ = {(x, y) ∈ Ω(θ) : y ∈ (1/2, 1) oraz x ∈ (−yθ−1yθ−1)} nie zawiera już osobliwości,
6Jeśli ψ jest wypukła oraz a, b > 0, to ψ(a) +ψ(b) = ψ( a

a+b (a+ b)) +ψ( b
a+b (a+ b)) ≤ ψ(a+ b) +ψ(0).

W przypadku gdy a lub b jest równe zero, powyższa nierówność również zachodzi.
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więc można pokazać, że spełnia on warunek wewnętrznego stożka. Stąd wynika, że jest

2-regularny z dołu, a skoro θ > 2, więc jest również θ-regularny z dołu. To oznacza, że

nierówność

l2
(
Ω(θ) ∩B((x, y), r)

)
≥ l2

(
Ω̃ ∩B((x, y), r)

)
≥ Arθ (2.5.5)

zachodzi dla pewnej stałej A ∈ (0,∞), wszystkich r ∈ (0, 1/2] i wszystkich (x, y) ∈ Ω̃.

Łącząc (2.5.4) z (2.5.5), otrzymujemy, że

l2
(
Ω(θ) ∩B((x, y), r)

)
≥ 1
b
rθ

dla pewnej stałej b ∈ (0,∞), dla wszystkich r ∈ (0, 1/2] i wszystkich (x, y) ∈ Ω(θ).

Natomiast dla r ∈ (1/2, 1] i (x, y) ∈ Ω(θ) dzięki powyższej nierówności otrzymujemy

l2
(
Ω(θ) ∩B((x, y), r)

)
≥ l2

(
Ω(θ) ∩B((x, y), r/2)

)
≥ 1
b

(
r

2

)θ

= 1
2θb

rθ.

Co pokazuje, że Ω(θ) jest θ-regularna z dołu.

W poniższym lemacie B(a, b) oznacza funkcję beta Eulera, tzn. dla a, b ∈ (0,∞)

B(a, b) =
∫

(0,1)
ta−1(1 − t)b−1dt.

Lemat 91. Niech a, b, c ∈ R i rozważmy całkę

I(a, b, c) =
∫

(0,1)

∫
(0,1)

ξa−1ηb−1|ξ − η|c−1dηdξ.

Jeśli a, b, c > 0 oraz a+ b+ c > 1, to I(a, b, c) jest skończona i zachodzi wzór

I(a, b, c) = B(a, c) +B(b, c)
a+ b+ c− 1 .

Ponadto jeśli któraś z nierówności a > 0, b > 0, c > 0 czy a + b + c > 1 nie zachodzi, to

wówczas I(a, b, c) = ∞.

Dowód. Możemy przedstawić całkę I(a, b, c) w następującej postaci
∫

(0,1)

∫
(0,1)

ξa−1ηb−1|ξ − η|c−1 dη dξ =
∫

(0,1)

∫
(0,ξ)

ξa−1ηb−1|ξ − η|c−1 dη dξ

+
∫

(0,1)

∫
(ξ,1)

ξa−1ηb−1|ξ − η|c−1 dη dξ

= J1 + J2.
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W J1 robimy podstawienie η = ξt, natomiast w J2 korzystamy z twierdzenia Fubiniego

oraz podstawienia ξ = ηt. Wówczas otrzymujemy

J1 =
∫

(0,1)

ξa+b+c−2
∫

(0,1)

tb−1(1 − t)c−1dtdξ, J2 =
∫

(0,1)

ηa+b+c−2
∫

(0,1)

ta−1(1 − t)c−1 dtdη.

Stąd natychmiast wynika, że jeśli któryś z warunków a, b, c > 0, a + b + c > 1 nie jest

spełniony, to przynajmniej jedna z powyższych całek jest nieskończona, więc I(a, b, c)

również. Natomiast jeśli założymy, że a, b, c > 0 oraz a + b + c > 1, to natychmiast

otrzymujemy, że

J1 = B(b, c)
a+ b+ c− 1 , J2 = B(a, c)

a+ b+ c− 1 .

Podpunkty (i) oraz (iii) w poniższym przykładzie pokazują istotność założenia αp >

θ − s w twierdzeniu 88. Natomiast podpunkty (ii) oraz (iv) pokazują, że parametru

β = α + (s− θ)/p w twierdzeniu 88 w ogólności nie da się poprawić.

Przykład 92. Ustalmy θ ∈ (2,∞) i niech Ω(θ) = {(x, y) ∈ R2 : y ∈ (0, 1) oraz |x| <

yθ−1}. Załóżmy, że spełniony jest jeden z poniższych warunków:

(i) p ∈ [θ,∞) , α ∈ (0, θ−2
p

] oraz β ∈ (0,∞);

(ii) p ∈ [θ,∞), α ∈ ( θ−2
p
, θ−3/2

p
) oraz β ∈ (α + 2−θ

p
,∞);

(iii) p ∈ (1, θ), α ∈ (0, θ−2
p

] ∩ (0, p−1
p

) oraz β ∈ (0,∞);

(iv) p ∈ (θ − 1, θ), α ∈ ( θ−2
p
, 2θ−2

p
− 1) ∩ (0, p−1

p
) oraz β ∈ (α + 2−θ

p
,∞).

Wówczas Wα,p
2 (Ω(θ)) ⊈Mβ,p(Ω(θ)).

Dowód. W (i) − (iv) zachodzą następujące relacje pomiędzy parametrami:

(i) 0 < θ/p ≤ 1;

(ii) α + 2−θ
p
< θ/p ≤ 1;

(iii) 1 < θ/p;

(iv) α + 2−θ
p
< 1 < θ/p.
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Na mocy podpunktów iii) oraz vi) w stwierdzeniu 70 dla r = q = ∞, mamy

Mβ,p(Ω(θ)) ↪→ Mmin{β,1,θ/p},p(Ω(θ)).

Stąd w podpunktach (i), (iii) możemy zakładać

β ∈ (0,min{1, θ/p}).

Natomiast w podpunktach (ii), (iv) możemy zakładać

β ∈ (α + (2 − θ)/p,min{1, θ/p}).

Ω(θ) jest zbiorem ograniczonym, a z przykładu 90 wiemy, że l2
¬ Ω(θ) jest θ-regularna

z dołu. Stąd

Mβ,p(Ω(θ)) ↪→ Lp∗(Ω(θ)), (2.5.6)

gdzie p∗ = θp
θ−βp

. Wynika to z poniższego, ogólnego argumentu skalującego.

Niech (X, d, µ) będzie ograniczoną przestrzenią metryczną z miarą θ-regularną z dołu

dla θ ∈ (0,∞) i załóżmy, że β ∈ (0, 1] oraz p ∈ [1, θ/β). Wówczas dβ jest metryką na X

oraz

Mβ,p(X, d, µ) = M1,p(X, dβ, µ)

jako zbiory z równymi normami. Ponadto

µ(Bdβ (x, r)) = µ
(

{y ∈ X : dβ(x, y) < r}
)

= µ
(

{y ∈ X : d(x, y) < r1/β}
)

≥ 1
b
rθ/β.

Stąd wynika, że (X, dβ, µ) jest Q-regularna z dołu dla Q = θ/β oraz p ∈ [1, Q). Korzy-

stając z [54, twierdzenie 6], otrzymujemy

M1,p(X, dβ, µ) ↪→ Lp∗(X,µ),

gdzie p∗ = Qp
Q−p

= θp/β
θ/β−p

= θp
θ−βp

.

Dla γ ∈ (0,∞) definiujemy funkcję u : Ω(θ) → R wzorem uγ(x, y) = 1/yγ i niech

q ∈ (0,∞). Wówczas z twierdzenia Fubiniego
∫

Ω(θ)

|uγ(x, y)|qdl2(x, y) =
∫

(0,1)

∫
(−yθ−1,yθ−1)

y−γq dxdy = 2
∫

(0,1)

yθ−γq−1 dy.
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Stąd wynika, że

uγ ∈ Lq(Ω(θ)) ⇔ q ∈ (0, θ/γ). (2.5.7)

Natomiast gdyby zachodziła inkluzja

Wα,p
2 (Ω(θ)) ⊆ Mβ,p(Ω(θ)),

to z zanurzenia (2.5.6) wynikałoby, że zachodzi inkluzja

Wα,p
2 (Ω(θ)) ⊆ Lp∗(Ω(θ)) (2.5.8)

dla p∗ = θp
θ−βp

. Ponadto gdybyśmy pokazali, że dla pewnych γ, uγ ∈ Wα,p
2 (Ω(θ)), to

z (2.5.7) oraz (2.5.8) musiałaby zachodzić nierówność

θp

θ − βp
< θ/γ,

która jest równoważna z

β < θ/p− γ. (2.5.9)

W dalszej części dowodu będziemy próbować otrzymać sprzeczność przy pomocy powyż-

szej nierówności.

Niech p ∈ [θ,∞) i γ ∈ (0, 1]. Korzystając z nierówności |tγ − sγ| ≤ |s− t|γ dla s, t ≥ 0,

szacujemy półnormę Słobodeckiego

[uγ]pW α,p
2 (Ω(θ)) ≤

∫
Ω(θ)

∫
Ω(θ)

∣∣∣( 1
y1

)γ − ( 1
y2

)γ
∣∣∣p

|y1 − y2|2+αp
dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

=
∫

Ω(θ)

∫
Ω(θ)

∣∣∣yγ
1 − yγ

2

∣∣∣p
yγp

1 y
γp
2 |y1 − y2|2+αp

dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

≤
∫

Ω(θ)

∫
Ω(θ)

y−γp
1 y−γp

2 |y1 − y2|γp−αp−2dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

= 4
∫

(0,1)

∫
(0,1)

yθ−γp−1
1 yθ−γp−1

2 |y1 − y2|γp−αp−2dy2dy1

= 4I(θ − γp, θ − γp, γp− αp− 1),

przy czym ostatnia równość zachodzi na mocy lematu 91. Ponadto wielkość

I(θ − γp, θ − γp, γp− αp− 1)
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jest skończona, o ile γ < θ/p, γ > α + 1/p oraz γ < (2θ − 2)/p − α. Stąd wynika, że

uγ ∈ Wα,p
2 (Ω(θ)) dla wszystkich

γ ∈
(
α + 1/p,min

{
θ/p, (2θ − 2)/p− α

})
.

Przypadek (i). Jeśli p ∈ [θ,∞) oraz α ∈ (0, θ−2
p

], to

min
{
θ/p, (2θ − 2)/p− α

}
= θ/p > α+ 1/p.

Stąd dla wszystkich γ ∈ (α + 1/p, θ/p) uγ ∈ Wα,p
2 (Ω(θ)). Ustalmy β ∈ (0, θ/p) i przypu-

śćmy, że zachodzi inkluzja Wα,p
2 (Ω(θ)) ⊆ Mβ,p(Ω(θ)). Przechodząc do granicy z γ ↗ θ/p

w (2.5.9), otrzymujemy, że β ≤ 0, co jest sprzecznością.

Przypadek (ii). Jeśli p ∈ [θ,∞) oraz α ∈
(

θ−2
p
, θ−3/2

p

)
, to wówczas

min
{
θ/p, (2θ − 2)/p− α

}
= (2θ − 2)/p− α > α+ 1/p.

Stąd dla wszystkich γ ∈ (α + 1/p, (2θ − 2)/p − α) mamy uγ ∈ Wα,p
2 (Ω(θ)). Ustalmy

β ∈ (α + (2 − θ)/p, θ/p) i przypuśćmy, że zachodzi inkluzja Wα,p
2 (Ω(θ)) ⊆ Mβ,p(Ω(θ)).

Przechodzimy do granicy z γ ↗ (2θ − 2)/p − α w (2.5.9) i otrzymujemy, że β ≤ α +

(2 − θ)/p, co jest sprzecznością.

Niech teraz p ∈ (1, θ) i γ ∈ [1,∞). Korzystając z nierówności

|tγ − sγ| ≤ γmax{sγ−1, tγ−1}|s− t| dla s, t ≥ 0,

możemy podobnie jak wcześniej oszacować półnormę uγ

[uγ]pW α,p
2 (Ω(θ)) ≤

∫
Ω(θ)

∫
Ω(θ)

∣∣∣( 1
y1

)γ − ( 1
y2

)γ
∣∣∣p

|y1 − y2|2+αp
dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

= 4
∫

(0,1)

∫
(0,1)

yθ−γp−1
1 yθ−γp−1

2
|yγ

1 − yγ
2 |p

|y1 − y2|2+αp
dy2dy1

≤ 4γp
∫

(0,1)

∫
(0,1)

yθ−γp−1
1 yθ−γp−1

2 max
{
yγ−1

1 , yγ−1
2

}p
|y1 − y2|p−αp−2dy2dy1

≤ 4γp
∫

(0,1)

∫
(0,1)

yθ−γp−1
1 yθ−γp−1

2 (yγp−p
1 + yγp−p

2 )|y1 − y2|p−αp−2dy2dy1

= 4γp
∫

(0,1)

∫
(0,1)

yθ−p−1
1 yθ−γp−1

2 |y1 − y2|p−αp−2dy2dy1

+ 4γp
∫

(0,1)

∫
(0,1)

yθ−γp−1
1 yθ−p−1

2 |y2 − y1|p−αp−2dy2dy1

= 8γp I(θ − p, θ − γp, p− αp− 1).
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Na mocy lematu 91, ostatnie wyrażenie jest skończone, jeśli p− αp > 1 oraz

1 ≤ γ < min
{
θ/p, (2θ − 2)/p− α

}
.

Zatem uγ ∈ Wα,p
2 (Ω(θ)) dla wszystkich

γ ∈
[
1,min

{
θ/p, (2θ − 2)/p− α

})
.

Przypadek (iii). Jeśli p ∈ (1, θ), α ∈ (0, θ−2
p

] ∩ (0, p−1
p

), to

min
{
θ/p, (2θ − 2)/p− α

}
= θ/p > 1.

To oznacza, że dla wszystkich γ ∈ [1, θ/p), uγ ∈ Wα,p
2 (Ω(θ)). Ustalmy β ∈ (0, 1] i przypu-

śćmy, że zachodzi inkluzja Wα,p
2 (Ω(θ)) ⊆ Mβ,p(Ω(θ)). Tak jak w przypadku (i) przecho-

dzimy do granicy γ ↗ θ/p w (2.5.9) i otrzymujemy sprzeczność.

Przypadek (iv). Niech p ∈ (θ − 1, θ). Stąd wynika, że

θ − 2
p

<
p− 1
p

oraz θ − 2
p

<
2θ − 2
p

− 1,

więc zbiór ( θ−2
p
, 2θ−2

p
− 1) ∩ (0, p−1

p
) jest niepusty. Niech α ∈ ( θ−2

p
, 2θ−2

p
− 1) ∩ (0, p−1

p
).

Wówczas

min
{
θ/p, (2θ − 2)/p− α

}
= (2θ − 2)/p− α > 1.

Stąd dla wszystkich γ ∈ [1, (2θ − 2)/p − α), uγ ∈ Wα,p
2 (Ω(θ)). Ustalmy β ∈ (α + 2−θ

p
, 1].

Zakładając, że zachodzi inkluzja Wα,p
2 (Ω(θ)) ⊆ Mβ,p(Ω(θ)), możemy przejść do granicy

γ ↗ (2θ − 2)/p− α w (2.5.9) i otrzymujemy

β ≤ α + (2 − θ)/p,

co jest sprzeczne z naszym założeniem na β.
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Rozdział 3

Zwarte zanurzenia

W niniejszym rozdziale przedstawimy wyniki, dotyczące zwartości zanurzeń przestrzeni

Hajłasza-Sobolewa, Hajłasza-Biesowa, Hajłasza-Triebla-Lizorkina i Słobodeckiego w prze-

strzenie Lebesgue’a. Będziemy korzystać z następującej uwagi, która jest natychmiastową

konsekwencją stwierdzenia 70.

Uwaga 93. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę borelowską

µ. Wówczas dla wszystkich α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞]

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mα,p(X, d, µ) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Mα/2,p(X, d, µ).

Stąd wynika, że jeśli dla wszystkich α ∈ (0,∞) mamy zwartość zanurzeń dla przestrzeni

Mα,p(X, d, µ), to również mamy zwartość zanurzeń dla przestrzeni Mα
p,q(X, d, µ) oraz

Nα
p,q(X, d, µ).

3.1 Zanurzenia w Lp̃(X, ν) dla 0 ≤ p̃ < p

Zaczniemy od pokazania poniższego twierdzenia, dotyczącego zwartości w L0.

Twierdzenie 94. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą oraz ν niech

będzie skończoną miarą borelowską, absolutnie ciągłą względem µ. Wówczas dla wszystkich

α, p ∈ (0,∞) i q ∈ (0,∞] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ L0(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ L0(X, ν)

są zwarte.
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3. Zwarte zanurzenia

Dowód. Niech α, p ∈ (0,∞). Na mocy uwagi 93, wystarczy że pokażemy zwartość zanurze-

nia Mα,p(X, d, µ) ↪→ L0(X, ν). Niech F ⊆ Mα,p(X, d, µ) będzie niepustym, ograniczonym

podzbiorem i niech

M = sup
u∈F

∥u∥Mα,p(X,d,µ).

Bez utraty ogólności możemy założyć, że M > 0. Żeby pokazać tezę wystarczy sprawdzić,

że spełnione są założenia twierdzenia 48 (możemy skorzystać z twierdzenia 48, ponieważ

zakładamy, że µ jest niezdegenerowana, więc na mocy stwierdzenia 14, (X, d) jest ośrod-

kowa). Ustalmy ε > 0. Dzięki absolutnej ciągłości ν względem µ możemy znaleźć η > 0

taką, że dla dowolnego zbioru mierzalnego E zachodzi

µ(E) < η =⇒ ν(E) < ε.

Zdefiniujmy teraz

λ = M41/p/η1/p oraz δ =
(
ε/(2λ)

)1/α

i ustalmy u ∈ F . Istnieje zbiór mierzalny Au ⊆ X taki, że µ(Au) = 0 oraz α-gradient

Hajłasza g ∈ Dα(u), spełniający ∥g∥Lp(X,µ) ≤ ∥u∥Mα,p(X,d,µ)
7 oraz

|u(x) − u(y)| ≤ [d(x, y)]α
(
g(x) + g(y)

)
dla wszystkich x, y ∈ X \ Au.

W szczególności również ν(Au) = 0. Definiujemy następujący zbiór

E(u) =
{
x ∈ X : max

{
|u(x)|, g(x)

}
> λ

}
∪ Au.

Stosując nierówność Czebyszewa, otrzymujemy

µ(E(u)) ≤ 1
λp

∫
X

max{|u(x)|, g(x)}p dµ(x) ≤ 1
λp

∫
X

|u(x)|p + gp(x) dµ(x)

= 1
λp

(
∥u∥p

Lp(X,µ) + ∥g∥p
Lp(X,µ)

)
≤ 2
λp
Mp <

4
λp
Mp = η.

Otrzymaliśmy, że µ(E(u)) < η, więc ν(E(u)) < ε. Ponadto jasne jest, że warunek (iii)

z twierdzenia 48 zachodzi, więc pozostało nam do sprawdzenia, że (ii) również jest speł-

niony. Niech x, y ∈ X \ E(u) będą takie, że d(x, y) < δ. Wówczas

|u(x) − u(y)| ≤ [d(x, y)]α
(
g(x) + g(y)

)
≤ [d(x, y)]α2λ < ε,

czyli warunek (ii) z twierdzenia 48 również zachodzi. To kończy dowód.
7Jeśli ∥u∥Lp(X,µ) = 0, to bierzemy g = 0. Natomiast jeśli ∥u∥Lp(X,µ) > 0, to ∥u∥Mα,p(X,d,µ) >

∥u∥Ṁα,p(X,d,µ), więc możemy znaleźć g ∈ Dα(u) taki, że ∥g∥Lp(X,µ) ≤ ∥u∥Mα,p(X,d,µ).
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3.1. Zanurzenia w Lp̃(X, ν) dla 0 ≤ p̃ < p

Wniosek 95. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech α, p ∈

(0,∞) oraz q ∈ (0,∞] będą ustalone. Załóżmy, że {un}n∈N jest ciągiem ograniczonym

w Mα
p,q(X, d, µ) lub w Nα

p,q(X, d, µ). Wówczas {un}n∈N zawiera podciąg zbieżny punktowo

µ-prawie wszędzie do pewnej funkcji u ∈ Lp(X,µ).

Dowód. Ustalmy x0 ∈ X i rozważmy zbiór

Ax0 = {(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) < 2d(x, x0)}.

Jest to zbiór otwarty w X × X, więc na mocy lematu 8, jest mierzalny względem miary

produktowej. Ponadto z twierdzenia Fubiniego wynika, że funkcja

X ∋ x 7→
∫

X
χAx0

(x, y)dµ(y) = µ(B(x, 2d(x, x0)))

jest mierzalna. Niech ν będzie miarą daną przez

ν(A) =
∫

A

1
1 + d(x, x0)µ(B(x0, 2d(x, x0)))

dµ(x)

dla każdego zbioru mierzalnego A ⊆ X. Jasne jest, że ν jest absolutnie ciągła względem

µ. Natomiast funkcja pod całką jest dodatnia wszędzie, więc również µ << ν. Ponadto

ν jest skończona, ponieważ

ν(X) =
∫

X

1
1 + d(x, x0)µ(B(x0, 2d(x, x0)))

dµ(x)

=
∫

B(x0,1)

1
1 + d(x, x0)µ(B(x0, 2d(x, x0)))

dµ(x)

+
∞∑

k=0

∫
B(x0,2k+1)\B(x0,2k)

1
1 + d(x, x0)µ(B(x0, 2d(x, x0)))

dµ(x)

≤ µ(B(x0, 1)) +
∞∑

k=0

∫
B(x0,2k+1)\B(x0,2k)

1
1 + 2kµ(B(x0, 2k+1)) dµ(x)

≤ µ(B(x0, 1)) +
∞∑

k=0

µ(B(x0, 2k+1))
1 + 2kµ(B(x0, 2k+1)) ≤ µ(B(x0, 1)) + 2 < ∞.

Zatem korzystając z twierdzenia 94, możemy wybrać z ciągu {un}n∈N podciąg zbieżny

w L0(X, ν) do pewnego u ∈ L0(X, ν), a nawet zbieżny ν-prawie wszędzie. Z absolutnej

ciągłości µ względem ν wynika, że jest to również zbieżność µ-prawie wszędzie. Natomiast

u ∈ Lp(X,µ), na mocy lematu Fatou.

Przy pomocy twierdzenia 94 pokażemy teraz następujący wynik, dotyczący zanurzeń

w przestrzenie Lebesgue’a z niższym wykładnikiem. Co ciekawe, żadna z rozważanych

przez nas miar nie musi być skończona.
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3. Zwarte zanurzenia

Twierdzenie 96. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech ν będzie

miarą borelowską, absolutnie ciągłą względem µ, taką że dν
dµ

∈ Lθ′(X,µ) dla pewnej θ ∈

(1,∞), gdzie θ′ = θ/(θ − 1). Wówczas dla α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp/θ(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp/θ(X, ν) (3.1.1)

są zwarte.

Dowód. Tak jak poprzednio, dzięki uwadze 93 wystarczy pokazać tezę dla przestrzeni

Mα,p(X, d, µ). Niech F będzie ograniczoną rodziną w Mα,p(X, d, µ) . Dla każdego u ∈ F

i każdego zbioru mierzalnego D ⊆ X z nierówności Höldera otrzymujemy
∫

D
|u(x)|p/θ dν(x) =

∫
D

|u(x)|p/θ dν

dµ
(x) dµ(x)

≤ ∥u∥p/θ
Lp(X,µ)

(∫
D

∣∣∣∣dνdµ
∣∣∣∣θ′

(x)dµ(x)
)1/θ′

. (3.1.2)

Ustalmy ε > 0. Ponieważ dν
dµ

∈ Lθ′(X,µ), więc możemy znaleźć x0 ∈ X oraz odpowiednio

duże λ > 0 i R > 0 takie, że dla wszystkich u ∈ F

∫
X\B(x0,R)

|u(x)|p/θ dν(x) < εp/θ

3 oraz
∫

Eλ

|u(x)|p/θ dν(x) < εp/θ

3 , (3.1.3)

gdzie Eλ = {x ∈ X : dν
dµ

(x) > λ}. Rozważmy miarę ν̃ := ν
¬(
B(x0, R) ∩ (X \ Eλ)

)
, która

jest absolutnie ciągła względem µ. ν̃ jest skończona, ponieważ

ν̃(X) = ν(B(x0, R) ∩ (X \ Eλ)) =
∫

B(x0,R)∩(X\Eλ)

dν

dµ
(x)dµ(x) ≤ λµ(B(x0, R)) < ∞.

Ponadto z (3.1.2) wynika, że dla każdego u ∈ F i każdego zbioru mierzalnego D ⊆ X

mamy

∫
D

|u(x)|p/θ dν̃(x) ≤ ∥u∥p/θ
Lp(X,µ)

(∫
D∩B(x0,R)∩(X\Eλ)

∣∣∣∣dνdµ
∣∣∣∣θ′

(x) dµ(x)
)1/θ′

≤ ∥u∥p/θ
Lp(X,µ)

(∫
D∩B(x0,R)∩(X\Eλ)

λθ′−1 dν

dµ
(x) dµ(x)

)1/θ′

≤ λ1/θ∥u∥p/θ
Lp(X,µ) (ν̃(D))1/θ′

,

co oznacza, że rodzina F jest p/θ-jednakowo całkowalna względem ν̃.

Korzystając z twierdzenia 46 oraz twierdzenia 94, otrzymujemy (3.1.1) z miarą

ν̃ w miejscu miary ν.
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3.1. Zanurzenia w Lp̃(X, ν) dla 0 ≤ p̃ < p

Niech {ṽi}N
i=1 będzie skończoną ε

3θ/p -siecią rodziny F w Lp/θ(X, ν̃). Dla każdego u ∈ F

możemy znaleźć j ∈ {1, . . . , N} takie, że

∥u− ṽj∥Lp/θ(X,ν̃) <
ε

3θ/p
.

Dla i = 1, . . . , N niech vi = ṽiχB(x0,R)∩(X\Eλ). Wówczas, korzystając z (3.1.3), otrzymu-

jemy

∥u− vj∥p/θ

Lp/θ(X,ν) =
∫

B(x0,R)∩(X\Eλ)
|u(x) − vj(x)|p/θdν +

∫
(X\B(x0,R))∪Eλ

|u(x)|p/θdν < εp/θ.

Zatem {vi}N
i=1 jest skończoną ε-siecią rodziny F w Lp(X, ν). Z dowolności ε ∈ (0,∞)

wynika, że F jest prezwarta w Lp(X, ν).

Wniosek 97. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech ν będzie skoń-

czoną miarą borelowską, absolutnie ciągłą względem µ, taką że dν
dµ

∈ Lθ′(X,µ) dla pewnej

θ ∈ (1,∞). Wówczas dla α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] oraz p̃ ∈ (0, p/θ] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X, ν) (3.1.4)

są zwarte. Ponadto jeśli dla pewnej stałej C ∈ (0,∞) zachodzi ν ≤ Cµ (co jest równoważne

z dν
dµ

∈ L∞(X,µ)), to powyższe zanurzenia są zwarte dla wszystkich p̃ ∈ (0, p).

Dowód. Z twierdzenia 96 wynika, że dla α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp/θ(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp/θ(X, ν)

są zwarte. Natomiast z nierówności Höldera zachodzi ciągłe zanurzenie

Lp/θ(X, ν) ↪→ Lp̃(X, ν)

dla p̃ ∈ (0, p/θ]. Stąd wynika pierwsza część wniosku.

Ustalmy p̃ ∈ (0, p) i niech θ = p/p̃ ∈ (1,∞). Ponieważ dν
dµ

∈ L1 ∩ L∞(X,µ), więc

z nierówności Höldera dν
dµ

∈ Lθ′(X,µ). Z twierdzenia 96 wynika, że zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X, ν)

są zwarte. Z dowolności p̃ ∈ (0, p) wynika teza drugiej części wniosku.

Twierdzenie 98. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą, która spełnia

µ(X) < ∞. Wówczas dla wszystkich α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] oraz p̃ ∈ (0, p) zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X,µ) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X,µ) (3.1.5)

są zwarte. Ponadto jeśli założymy, że dla pewnych p, q ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1) lub p ∈ (0,∞),

α ∈ (0, 1] oraz q = ∞ przynajmniej jedno z zanurzeń (3.1.5) jest ciągłe, to µ(X) < ∞.
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3. Zwarte zanurzenia

Dowód. Jeśli µ(X) < ∞, to zwartość zanurzeń (3.1.5) jest natychmiastową konsekwencją

wniosku 97.

Załóżmy, że przynajmniej jedno z zanurzeń (3.1.5) jest ciągłe. Z podpunktów v), vi),

vii) w stwierdzeniu 70 wynika, że zachodzą ciągłe zanurzenia

M1,p(X, d, µ) ↪→ N1
p,∞(X, d, µ) ↪→ Aα

p,q(X, d, µ)

dla A ∈ {N,M}. W takim razie zanurzenie

M1,p(X, d, µ) ↪→ Lp̃(X,µ) (3.1.6)

również jest ciągłe. Ustalmy R > 2 i niech k0 będzie liczbą całkowitą, spełniającą

2−k0R < 1 ≤ 2−k0+1R.

Dla k ≥ 0 zdefiniujmy

Rk = R(1 − 2−k0−k).

Niech z ∈ X oraz Bk := B(z,Rk). Zauważmy, że

Rk+1 −Rk = R 2−k0−k−1 ≥ 2−k−2 oraz R0 > R − 1. (3.1.7)

Stąd wynika, że dist(Bk, X \ Bk+1) ≥ 2−k−2, więc na mocy lematu 65, istnieje funkcja

ϕk ∈ Ṁ1,p(X, d, µ) taka, że 0 ≤ ϕk ≤ 1, ϕk = 1 na Bk, ϕk = 0 na X \ Bk+1 oraz mamy

oszacowanie

∥ϕk∥Ṁ1,p(X,d,µ) ≤ (dist(Bk, X \Bk+1))−1µ(Bk+1)1/p ≤ 4 · 2kµ(Bk+1)1/p.

Ponadto ∥ϕk∥Lp(X,µ) ≤ µ(Bk+1)1/p, więc

∥ϕk∥M1,p(X,d,µ) ≤ 8 · 2kµ(Bk+1)1/p. (3.1.8)

Z drugiej strony niech C ∈ (0,∞) będzie stałą z zanurzenia (3.1.6). Wówczas

∥ϕk∥M1,p(X,d,µ) ≥ 1/C µ(Bk)1/p̃. (3.1.9)

Łączymy oszacowania (3.1.8), (3.1.9) i zapisujemy je w poniższej postaci

1
µ(Bk+1)1/p

≤ 8C2k 1
µ(Bk)1/p̃

.
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3.1. Zanurzenia w Lp̃(X, ν) dla 0 ≤ p̃ < p

Stosując lemat 53 dla

ak = 1/µ(Bk), ρ = 8C, τ = 2, a = 1/µ(B(z,R)) oraz b = 1/µ(B(z,R − 1)),

otrzymujemy

1 ≤ 1/µ(B1)1−p̃/p(8C)p̃ 2
pp̃

p−p̃ ,

a stąd wynika

µ(B(z, R − 1))1−p̃/p ≤ (8C)p̃2
pp̃

p−p̃ .

Przechodząc do granicy z R → ∞, otrzymujemy, że miara przestrzeni musi być skończona,

co kończy dowód twierdzenia.

Uwaga 99. W drugiej części twierdzenia 98 nie zakładamy, że Lp(X,µ) ↪→ Lp̃(X,µ).

Gdyby Lp(X,µ) ↪→ Lp̃(X,µ) dla p̃ ∈ (0, p), to skończoność miary natychmiast wynikłaby

z poniższego rachunku

µ(B(z,R))1/p̃ = ∥χB(z,R)∥Lp̃(X,µ) ≤ C∥χB(z,R)∥Lp(X,µ) = Cµ(B(z,R))1/p

dla pewnego C ∈ (0,∞), wszystkich z ∈ X i R ∈ (0,∞). Stąd

µ(B(z, R))1/p̃−1/p ≤ C.

Przechodząc z R → ∞, otrzymujemy, że µ(X) < ∞.

Przykład 100. Na Rn rozważmy miarę ν daną przez dν = dx
1+|x|n . Wówczas ν(Rn) = ∞

oraz dla każdego α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] oraz p̃ ∈ (0, p) zanurzenia

Mα
p,q(Rn) ↪→ Lp̃(Rn, ν) oraz Nα

p,q(Rn) ↪→ Lp̃(Rn, ν) (3.1.10)

są zwarte. Ponadto jeśli p ∈ [1,∞), to zanurzenia

W 1,p(Rn) ↪→ Lp̃(Rn, ν) (3.1.11)

również są zwarte, gdzie W 1,p(Rn) oznacza standardową przestrzeń Sobolewa na Rn z me-

tryką euklidesową i miarą Lebesgue’a.

Dowód. Ponieważ dν
dx

∈ Lt(Rn) dla wszystkich t ∈ (1,∞], więc (3.1.10) wynika na-

tychmiast z twierdzenia 96. Natomiast z [31, stwierdzenie 2.2] wynika, że dla każdego

p ∈ [1,∞) i każdej α ∈ (0, 1) zachodzi ciągłe zanurzenie

W 1,p(Rn) ↪→ Wα,p
n (Rn). (3.1.12)
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3. Zwarte zanurzenia

Ponadto z twierdzenia 88 otrzymujemy ciągłość zanurzenia

Wα,p
n (Rn) ↪→ Mα,p(Rn). (3.1.13)

Łącząc (3.1.12) z (3.1.13) i korzystając z (3.1.10) dla q = ∞, otrzymujemy (3.1.11).

3.2 Zwartość zanurzeń w Lp(X, ν)

Teraz skupimy się na problemie zwartości zanurzeń w Lp(X, ν). Wstawiając formalnie

θ = 1 do twierdzenia 96, moglibyśmy oczekiwać, że wystarczy zakładać ν ≤ Cµ dla

pewnej stałej C ∈ (0,∞), aby otrzymać zwartość zanurzeń w Lp(X, ν). Jednakże nie

jest to w ogólności prawdą i wynika to na przykład z twierdzenia 125, które zostanie

udowodnione później. Problem polega na tym, że w poprzednim podrozdziale dla p̃ < p

p̃-jednakowa całkowalność zbiorów ograniczonych w Mα
p,q(X, d, µ) i Nα

p,q(X, d, µ) wynikała

natychmiast z nierówności Höldera. Teraz musimy innym sposobem wyłuskać p-jednakową

całkowalność. Poniższe twierdzenie jest jednym z głównych wyników rozprawy doktorskiej.

Twierdzenie 101. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech ν będzie

dowolną miarą borelowską taką, że ν ≤ Cµ dla pewnej stałej C ∈ (0,∞). Załóżmy, że

istnieją r0 ∈ (0,∞) i x0 ∈ X takie, że dla wszystkich r ∈ (0, r0] spełnione są następujące

warunki 8:

(i) rodzina funkcji
{
X ∋ x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈X

jest jednakowo całkowalna

względem miary ν;

(ii) sup
y∈X\B(x0,R)

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r)) dν(x) → 0 przy R → ∞.

Wówczas dla wszystkich α, p ∈ (0,∞) oraz q ∈ (0,∞] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X, ν)

są zwarte.

Uwaga 102. Jeśli ν(X) < ∞, to w powyższym twierdzeniu warunek (ii) wynika z warunku

(i).
8Podobny warunek do (i) rozważał Aldaz w [2]
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3.2. Zwartość zanurzeń w Lp(X, ν)

Dowód uwagi. Niech r ∈ (0, r0], ustalmy ε ∈ (0,∞) i niech δ ∈ (0,∞) będzie taka, że jeśli

zbiór mierzalny D ⊆ X, spełnia ν(D) < δ, to dla dowolnego y ∈ X∫
D
χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))dν(x) < ε.

Ustalmy R > r na tyle duże, że ν(X \B(x0, R−r)) < δ. Niech y ∈ X \B(x0, R). Ponieważ

zachodzi inkluzja B(y, r) ⊆ X \B(x0, R − r), zatem∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r))dν(x) =
∫

X\B(x0,R−r)
χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))dν(x) < ε.

Z dowolności y ∈ X \B(x0, R) mamy

sup
y∈X\B(x0,R)

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r)) dν(x) ≤ ε.

Przechodząc z R → ∞, otrzymujemy

lim sup
R→∞

sup
y∈X\B(x0,R)

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r)) dν(x) ≤ ε.

Przechodząc teraz z ε → 0+, dostajemy (ii).

Dowód twierdzenia. Zaczniemy od pokazania następującego lematu

Lemat 103. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech ν będzie do-

wolną miarą borelowską, absolutnie ciągłą względem µ. Wówczas dla wszystkich α, p, r ∈

(0,∞), u ∈ Mα,p(X, d, µ), g ∈ Dα(u) i dowolnego zbioru mierzalnego D ⊆ X zachodzi

nierówność∫
D

|u(x)|p dν(x) ≤ 4prαp∥g∥p
Lp(X,ν) +

∫
X

(4prαpgp(y) + 2p|u(y)|p)
∫

D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) dµ(y).

Dowód. Dla µ-prawie wszystkich x, y ∈ X \ E mamy

|u(x)|p ≤ 2p(|u(x) − u(y)|p + |u(y)|p).

Przykładając całkę średnią względem y ∈ B(x, r) do powyższej nierówności, otrzymujemy,

że dla µ-prawie wszystkich x ∈ X zachodzi

|u(x)|p ≤ 2p

(
−
∫

B(x,r)
|u(x) − u(y)|p dµ(y) + −

∫
B(x,r)

|u(y)|p dµ(y)
)

≤ 2p

(
2p−
∫

B(x,r)
rαp(gp(x) + gp(y)) dµ(y) + −

∫
B(x,r)

|u(y)|p dµ(y)
)

= 4prαpgp(x) + −
∫

B(x,r)
4prαpgp(y) + 2p|u(y)|pdµ(x).
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3. Zwarte zanurzenia

Z absolutnej ciągłości ν względem µ, powyższa nierówność również zachodzi ν-prawie

wszędzie. Zatem możemy ją wycałkować po D względem ν i korzystając z twierdzenia

Fubiniego, otrzymać oszacowanie
∫

D
|u(x)|p dν(x) ≤ 4prαp∥g∥p

Lp(X,ν) +
∫

D

∫
X

4prαpgp(y) + 2p|u(y)|p
µ(B(x, r)) χB(x,r)(y)dµ(y)dν(x)

≤ 4prαp∥g∥p
Lp(X,ν) +

∫
X

(4prαpgp(y) + 2p|u(y)|p)
∫

D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x)dµ(y),

co kończy dowód lematu.

Lemat 104. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech ν będzie do-

wolną miarą borelowską taką, że ν ≤ Cµ dla pewnej stałej C ∈ (0,∞). Ponadto załóżmy,

że istnieje takie r0 ∈ (0,∞), że dla każdego r ∈ (0, r0] rodzina funkcji
{
X ∋ x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈X

jest jednakowo całkowalna względem ν. Wtedy dla wszystkich α, p ∈ (0,∞) ograniczone

podzbiory Mα,p(X, d, µ) są p-jednakowo całkowalne względem ν.

Dowód. Załóżmy, że F ⊆ Mα,p(X, d, µ) jest ograniczona i niech M = sup
u∈F

∥u∥Mα,p(X,d,µ).

Bez utraty ogólności możemy założyć, że M > 0. Ustalmy ε > 0 i niech g ∈ Dα(u) będzie

takie, że

∥g∥Lp(X,µ) ≤ ∥u∥Mα,p(X,d,µ).

Niech v(y) = (4prαp
0 gp(y) + 2p|u(y)|p)1/p dla y ∈ X. Z założenia ν ≤ Cµ wynika, że

∥g∥p
Lp(X,ν) ≤ C∥g∥p

Lp(X,µ). W takim razie z lematu 103 otrzymujemy

∫
D

|u(x)|p dν(x) ≤ C4prαpMp +
∫

X
|v(y)|p

∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) dµ(y) (3.2.1)

dla każdego zbioru mierzalnego D ⊆ X i każdego r ∈ (0, r0]. Ustalmy r ∈ (0, r0], które

spełnia

C4prαpMp < ε/2.

Zauważmy, że
∫

X
|v(y)|pdµ(y) =

∫
X

4prαp
0 gp(y) + 2p|u(y)|pdµ(y) ≤ 2 · 4pMp max{1, rαp

0 }. (3.2.2)
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3.2. Zwartość zanurzeń w Lp(X, ν)

Z założenia, rodzina funkcji
{
x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈X

jest jednakowo całko-

walna względem ν. Zatem istnieje δ > 0 taka, że dla każdego y ∈ X i każdego zbioru

mierzalnego spełniającego ν(D) < δ zachodzi∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) < ε/(4p+1Mp max{1, rαp

0 }).

Stąd jeśli ν(D) < δ, to z nierówności (3.2.1) i (3.2.2) otrzymujemy∫
D

|u(x)|p dν(x) ≤ ε/2 +
∫

X
|v(y)|p

∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) dµ(y) < ε.

Możemy wreszcie pokazać tezę twierdzenia 101. Na mocy uwagi 93, wystarczy pokazać

tezę tylko dla przestrzeni Mα,p(X, d, µ). Tak jak w dowodzie lematu 104 zakładamy, że

F ⊆ Mα,p(X, d, µ) jest ograniczona, M := sup
u∈F

∥u∥Mα,p(X,d,µ) oraz możemy zakładać, że

M > 0. Ustalmy ε > 0 i wybierzmy r ∈ (0, r0] takie, że

C4prαpMp < ε/4. (3.2.3)

Niech v będzie takie jak w dowodzie lematu 104. Dzięki (ii) możemy znaleźć R > r takie,

że

sup
y∈X\B(x0,R−r)

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r))dν(x) < ε/(2 · 4p+1Mp max{1, rαp
0 }).

Dla każdego y ∈ B(x0, R−r) zachodzi (X \B(x0, R))∩B(y, r) = ∅. Korzystając z nierów-

ności (3.2.1) dla D = X \B(x0, R) i mając na uwadze (3.2.2) oraz (3.2.3), otrzymujemy∫
X\B(x0,R)

|u(x)|p dν(x) < ε/4 +
∫

X
|v(y)|p

∫
(X\B(x0,R))∩B(y,r)

1/µ(B(x, r))dν(x) dµ(y)

≤ ε/4 +
∫

X
|v(y)|p sup

y∈X\B(x0,R−r)

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r))dν(x) dµ(y)

< ε/2.

Rozważmy teraz miarę ν̃ := ν
¬(
B(x0, R)

)
. ν̃ jest skończona oraz spełnia ν̃ ≤ ν ≤ Cµ.

Ponadto dla każdego r ∈ (0, r0] rodzina funkcji
{
X ∋ x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈X

jest

jednakowo całkowalna względem miary ν̃. Istotnie, jeśli ustalimy r ∈ (0, r0], to z założenia

(i) dla dowolnej η > 0 istnieje δ > 0 taka, że jeśli zbiór mierzalny spełnia ν(D) < δ, to

dla każdego y ∈ X ∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) < η.
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3. Zwarte zanurzenia

Natomiast jeśli założymy, że ν̃(D) < δ, to oznacza, że ν(D ∩ B(x0, R)) < δ. W takim

razie z powyższej nierówności otrzymujemy, że∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν̃(x) =

∫
D∩B(x0,R)

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) < η.

Możemy więc skorzystać z lematu 104, stwierdzenia 94 oraz twierdzenia 46 dla miary

ν̃ w miejscu miary ν. Stąd wynika, że istnieje skończony zbiór {wi}N
i=1 taki, że dla każdego

u ∈ F możemy znaleźć j ∈ {1, . . . , N} takie, że

∥u− wj∥p
Lp(X,ν̃) < ε/2.

Niech ui(x) = wi(x)χB(x0,R) dla i ∈ {1, . . . , N}. Wówczas

∥u− uj∥p
Lp(X,ν) =

∫
B(x0,R)

|u− uj|pdν +
∫

X\B(x0,R)
|u(x)|pdν(x)

< ∥u− wj∥p
Lp(X,ν̃) + ε/2

< ε.

Otrzymaliśmy więc, że rodzina F jest całkowicie ograniczona w Lp(X, ν). Kończy to dowód

twierdzenia.

Uwaga 105. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą oraz niech ν będzie

miarą borelowską taką, że ν ≤ Cµ dla pewnej stałej C ∈ (0,∞). Załóżmy ponadto, że µ jest

całkowalna względem ν. Wówczas dla wszystkich α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X, ν)

są zwarte.

Dowód. Dla każdego zbioru mierzalnego D ⊆ X, y ∈ X oraz r ∈ (0,∞) zachodzi∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) ≤

∫
D

1
µ(B(x, r))dν(x).

Stąd całkowalność miary µ względem ν natychmiast implikuje, że warunki (i) oraz (ii)

w twierdzeniu 101 są spełnione.

Wniosek 106. Niech (X, d, µ) będzie całkowicie ograniczoną przestrzenią metryczną

z miarą. Wówczas dla każdego α, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ)

są zwarte.
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3.2. Zwartość zanurzeń w Lp(X, ν)

Dowód. Wniosek wynika natychmiast z uwagi 105 oraz stwierdzenia 43.

Z uwagi 105 wynika, że jeśli założymy całkowalność miary µ względem ν, to warunki (i)

oraz (ii) z twierdzenia 101 będą spełnione. Poniższa uwaga pokazuje, że możemy inaczej

sprawdzać warunek (i), tzn. przy pomocy twierdzenia de la Vallée-Poussina.

Uwaga 107. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech ν będzie

dowolną miarą borelowską spełniającą ν ≤ Cµ dla pewnego C ∈ (0,∞). Załóżmy, że

istnieje r0 ∈ (0,∞) oraz x0 ∈ X takie, że dla każdego r ∈ (0, r0] istnieje funkcja

ψ : [0,∞) → [0,∞) taka, że:

(i) ψ(0) = 0, ψ jest wypukła oraz ψ(t)/t → ∞ przy t → ∞;

(ii) sup
y∈B(x0,R)

∫
B(y,r)

ψ

(
1

µ(B(x, r))

)
dν(x) < ∞ dla każdego R ∈ (0,∞);

(iii) sup
y∈X\B(x0,R)

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r)) dν(x) → 0 przy R → ∞.

Wówczas dla wszystkich α, p ∈ (0,∞) oraz q ∈ (0,∞] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X, ν) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X, ν)

są zwarte.

Dowód. Ustalmy r ∈ (0, r0]. Wystarczy pokazać, że rodzina{
X ∋ x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈X

jest jednakowo całkowalna względem miary ν (wówczas teza będzie wynikać z twierdze-

nia 101). Ustalmy ε > 0 i będziemy chcieli dobrać δ > 0 taką, że jeśli ν(D) < δ, to dla

każdego y ∈ X ∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r)) dν(x) < ε.

Z założenia (iii) wynika, że możemy wybrać R ∈ (0,∞) takie, że

sup
y∈X\B(x0,R)

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r)) dν(x) < ε. (3.2.4)

Rozważmy miarę ν̃ = ν
¬(B(x0, R + r)). Dla y ∈ B(x0, R) z nierówności trójkąta wynika,

że B(y, r) ⊆ B(x0, R + r). W takim razie z warunku (ii) otrzymujemy, że

sup
y∈B(x0,R)

∫
B(y,r)

ψ

(
1

µ(B(x, r))

)
dν̃(x) < ∞.
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3. Zwarte zanurzenia

Ponadto rodzina {
X ∋ x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈B(x0,R)

jest ograniczona w L1(X, ν̃). Istotnie, z (i) wynika, że istnieje λ > 0 taka, że dla t ≥ λ

zachodzi ψ(t) ≥ t. Wówczas dla y ∈ B(x0, R)∫
X
χB(y,r)(x)/µ(B(x, r)) dν̃(x) =

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r)) dν(x)

=
∫

B(y,r)∩{x∈X:µ(B(x,r))>1/λ}
1/µ(B(x, r)) dν(x)

+
∫

B(y,r)∩{x∈X:µ(B(x,r))≤1/λ}
1/µ(B(x, r)) dν(x)

≤ λν(B(y, r)) +
∫

B(y,r)
ψ

(
1

µ(B(x, r))

)
dν(x)

≤ Cλµ(B(x0, R + r)) + sup
z∈B(x0,R)

∫
B(z,r)

ψ

(
1

µ(B(x, r))

)
dν(x)

< ∞.

Ponadto ponieważ ψ(0) = 0, więc∫
B(y,r)

ψ

(
1

µ(B(x, r))

)
dν(x) =

∫
X
ψ

(
χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))

)
dν(x).

W takim razie możemy skorzystać z twierdzenia de la Vallée-Poussina [93, twierdzenie 2],

z którego wynika, że rodzina
{
X ∋ x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈B(x0,R)

jest jednakowo

całkowalna względem miary ν̃. Stąd wynika, że istnieje δ > 0 taka, że jeśli ν̃(D) < δ, to∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν̃(x) < ε.

Niech teraz D ⊆ X będzie dowolnym zbiorem mierzalnym takim, że ν(D) < δ. Znów

korzystając z faktu, że dla y ∈ B(x0, R) zachodzi B(y, r) ⊆ B(x0, R + r), otrzymujemy∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) =

∫
D∩B(x0,R+r)

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) =

∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν̃(x) < ε.

Natomiast jeśli y ∈ X \B(x0, R), to z (3.2.4) wynika∫
D

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x) ≤

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r))dν(x) < ε.

Pokazaliśmy więc, że warunek (i) w twierdzeniu 101 jest spełniony.

Uwaga 108. Jeśli ν(X) < ∞, to warunki (ii) oraz (iii) w uwadze 107 można zastąpić

przez:
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3.3. Zwartość w Mβ
p,r i Nβ

p,r

(iv) sup
y∈X

∫
B(y,r)

ψ

(
1

µ(B(x, r))

)
dν(x) < ∞.

Dowód. Dla każdego y ∈ X dzięki nierówności Jensena mamy

ψ

(∥∥∥∥ χB(y,r)(·)
µ(B(·, r))

∥∥∥∥
L1(X,ν)

/ν(X)
)

= ψ

(
−
∫

X

χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))dν(x)

)

≤ −
∫

X
ψ

(
χB(y,r)(x)
µ(B(x, r))

)
dν(x)

= 1/ν(X)
∫

B(y,r)
ψ

(
1

µ(B(x, r))

)
dν(x)

≤ sup
z∈X

1/ν(X)
∫

B(z,r)
ψ

(
1

µ(B(x, r))

)
dν(x) < ∞.

Gdyby istniał ciąg {yn}n∈N ⊆ X taki, że
∥∥∥χB(yn,r)(·)

µ(B(·,r))

∥∥∥
L1(X,ν)

→ ∞ przy n → ∞, to ponie-

waż ψ(t)/t → ∞ przy t → ∞, więc lewa strona w powyższym ciągu nierówności również

zbiegałaby do nieskończoności. Jednakże jest to niemożliwe, gdyż prawa strona jest ogra-

niczona. Stąd wynika, że rodzina
{
X ∋ x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈X

jest ograniczona

w L1(X, ν), więc z twierdzenia de la Vallée-Poussina wynika, że jest jednakowo całkowalna

względem ν. Z uwagi 102 otrzymujemy tezę.

Przykład 109. W uwagach 107 i 108 funkcja ψ może być dowolną funkcją wypukłą

spełniającą (i), która może zależeć od r0 ∈ (0,∞), x0 ∈ X oraz od r ∈ (0, r0]. Jednakże

nawet w najprostszym przypadku, tzn. jeśli ψ jest postaci ψ(t) = |t|1+γ dla γ ∈ (0,∞),

to wówczas w warunkach (ii) oraz (iv) żądamy, aby całki∫
B(y,r)

1
µ(B(x, r))1+γ

dν(x)

były wspólnie ograniczone dla wszystkich y ∈ B(x0, R) w warunku (ii) lub wszystkich y ∈

X w warunku (iv). Tak jak w stwierdzeniu 43 łatwo można pokazać, że powyższe warunki

spełnia dowolna, całkowicie ograniczona przestrzeń metryczna z miarą (w przypadku ν =

µ, więc również dla dowolnego ν ≤ Cµ), co pokazuje że rodzina par miar (ν, µ), które

spełniają przynajmniej jeden z powyższych warunków dla pewnej γ > 0 jest nietrywialna.

3.3 Zwartość w Mβ
p,r i Nβ

p,r

W niniejszym podrozdziale zajmiemy się problemem zwartości zanurzeń Aα
p,q ↪→ Ãβ

p,r dla

A, Ã ∈ {M,N}. Okazuje się, że zachodzi podobne zjawisko jak w przypadku przestrzeni
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funkcji hölderowsko ciągłych (tzn. ograniczoność w C0,α(X, d) i zwartość w C(X, d) gwa-

rantują nam zwartość w C0,β(X, d) - patrz dowód twierdzenia 38).

Lemat 110. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną oraz niech ν będzie dowolną

miarą borelowską. Ustalmy α, p ∈ (0,∞) oraz q ∈ (0,∞] i niech {un}n∈N będzie ciągiem

ograniczonym w Mα
p,q(X, d, ν) lub Nα

p,q(X, d, ν). Jeśli {un}n∈N jest zbieżny w Lp(X, ν), to

jest zbieżny także w Mβ
p,r(X, d, ν) oraz Nβ

p,r(X, d, ν) dla dowolnej β ∈ (0, α) i każdego

r ∈ (0,∞].

Dowód. Niech A ∈ {M,N} i załóżmy, że {un}n∈N jest ograniczony w Aα
p,q(X, d, ν) i niech

C = sup
n∈N

∥un∥Aα
p,q(X,d,ν).

Na mocy stwierdzenia 70, wystarczy pokazać tezę lematu tylko dla przestrzeni tego samego

typu, w przypadku gdy r = q. Pokażemy więc, że dla każdej β ∈ (0, α) ciąg {un}n∈N

spełnia warunek Cauchy’ego w Aβ
p,q(X, d, ν) (przestrzenie Hajłasza-Biesowa i Hajłasza-

Triebla-Lizorkina, na mocy uwagi 69, są zawsze zupełne). Dla każdego n ∈ N możemy

znaleźć −→gn ∈
−→
D α(un) takie, że

∥−→gn∥ ≤ ∥un∥Aα
p,q(X,d,ν) ≤ C,

gdzie ∥ · ∥ jest normą Lp(ℓq), jeśli A = M lub normą ℓq(Lp) dla A = N . Niech En będą

zbiorami miary zero takimi, że dla każdego k ∈ Z i wszystkich x, y ∈ X \En spełniających

2−k−1 ≤ d(x, y) < 2−k zachodzi

|un(x) − un(y)| ≤ [d(x, y)]α
(
gn,k(x) + gn,k(y)

)
,

gdzie przez gn,k oznaczamy k-ty element ciągu −→gn. Zdefiniujmy E = ⋃
n∈N

En oraz dla

n,m ∈ N niech −−→gn,m = −→gn + −→gm ∈
−→
D α(un − um). Wówczas mamy

∥−−→gn,m∥ ≤ Cκ(p)κ(q),

gdzie κ : (0,∞] → [1,∞) dana jest wzorem

κ(t) =


1 dla t ∈ [1,∞],

21/t−1 dla t ∈ (0, 1).
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Ustalmy ε ∈ (0,∞) i niech K ∈ Z będzie takie, że 2−K ≤ ε < 2−K+1. Jeśli k ∈ Z i k ≥ K

to dla x, y ∈ X \ E takich, że 2−k−1 ≤ d(x, y) < 2−k zachodzi

|(un − um)(x) − (un − um)(y)| ≤ [d(x, y)]α(gn,m,k(x) + gn,m,k(y))

≤ [d(x, y)]β(εα−βgn,m,k(x) + εα−βgn,m,k(y)).

Z drugiej strony jeśli k < K, to dla x, y ∈ X \ E spełniających 2−k−1 ≤ d(x, y) < 2−k

mamy

|(un − um)(x) − (un − um)(y)| ≤ [d(x, y)]β
(

2β2kβ|(un − um)(x)| + 2β2kβ|(un − um)(y)|
)
.

W takim razie możemy zdefiniować −−→
hn,m ∈

−→
D β(un − um) wzorem

hn,m,k(x) =


2β2kβ|un(x) − um(x)|, jeśli k < K,

εα−βgn,m,k(x), jeśli k ≥ K.

Pierwszy przypadek: „A = M”

Zaczniemy od oszacowania normy ℓq(Z) ciągu {hn,m,k(x)}k∈Z. Jeśli q = ∞, to dla

każdego x ∈ X \ E

∥{hn,m,k(x)}k∈Z∥ℓ∞(Z) ≤ 2β

εβ
|un(x) − um(x)| + εα−β∥{gn,m,k(x)}k∈Z∥ℓ∞(Z).

Podobnie jeśli q ∈ (0,∞) i x ∈ X \ E, to mamy

∥{hn,m,k(x)}k∈Z∥q
ℓq(Z) =

K−1∑
k=−∞

2βq2kβq|un(x) − um(x)|q +
∞∑

k=K

ε(α−β)qgq
n,m,k(x)

≤ 2βq/εβq

1 − 2−βq
|un(x) − um(x)|q + ε(α−β)q∥{gn,m,k(x)}k∈Z∥q

ℓq(Z).

Stąd dla q ∈ (0,∞]

∥{hn,m,k(x)}k∈Z∥ℓq(Z) ≤ γ(β, q)κ(q)2β

εβ
|un(x) − um(x)| + κ(q)εα−β∥{gn,m,k(x)}k∈Z∥ℓq(Z),

gdzie

γ(β, p) =


(1 − 2−βq)−1/q dla q ∈ (0,∞),

1 dla q = ∞.

Biorąc teraz normę Lp(X, ν), otrzymujemy

∥un − um∥Ṁβ
p,q(X,d,ν) ≤ γ(β, q)κ(q)κ(p)2β

εβ
∥un − um∥Lp(X,ν) + 2κ(q)2κ(p)2εα−βC. (3.3.1)

Drugi przypadek: „A = N”

Dla każdego k ∈ Z oraz n,m ∈ N mamy
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∥hn,m,k∥Lp(X,ν) =


2β2kβ∥un − um∥Lp(X,ν), jeśli k < K,

εα−β∥gn,m,k∥Lp(X,ν), jeśli k ≥ K.

W takim razie jeśli q = ∞, to

∥{∥hn,m,k∥Lp(X,ν)}k∈Z∥ℓ∞(Z) ≤ 2β

εβ
∥un − um∥Lp(X,ν) + εα−β∥{∥gn,m,k∥Lp(X,ν)}k∈Z∥ℓ∞(Z).

Natomiast gdy q ∈ (0,∞), to

∥{∥hn,m,k∥Lp(X,ν)}k∈Z∥q
ℓq(Z) ≤

K−1∑
k=−∞

2β2kβq∥un − um∥q
Lp(X,ν) +

∞∑
k=K

ε(α−β)q∥gn,m,k∥q
Lp(X,ν),

zatem

∥un − um∥Ṅβ
p,q(X,d,ν) ≤ γ(β, q)κ(q)2β

εβ
∥un − um∥Lp(X,ν) + 2κ(q)2κ(p)εα−βC. (3.3.2)

Ponieważ {un}n∈N jest ciągiem Cauchy’ego w Lp(X, ν) oraz ε ∈ (0,∞) jest dowolny,

więc z nierówności (3.3.1) i (3.3.2) wnioskujemy, że {un}n∈N jest ciągiem Cauchy’ego

odpowiednio w Mβ
p,q(X, d, ν) i Nβ

p,q(X, d, ν).

Twierdzenie 111. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę bo-

relowską ν. Niech α, p ∈ (0,∞) i q ∈ (0,∞] będą ustalone. Wówczas następujące warunki

są równoważne:

(i) zanurzenie Mα
p,q(X, d, ν) ↪→ Lp(X, ν) jest zwarte;

(ii) dla wszystkich β ∈ (0, α) i r ∈ (0,∞] zanurzenia

Mα
p,q(X, d, ν) ↪→ Mβ

p,r(X, d, ν) oraz Mα
p,q(X, d, ν) ↪→ Nβ

p,r(X, d, ν)

są zwarte;

(iii) istnieją β ∈ (0, α) i r ∈ (0,∞] takie, że przynajmniej jedno z zanurzeń

Mα
p,q(X, d, ν) ↪→ Mβ

p,r(X, d, ν) lub Mα
p,q(X, d, ν) ↪→ Nβ

p,r(X, d, ν)

jest zwarte.

Analogicznej postaci twierdzenie zachodzi również dla przestrzeni Hajłasza-Biesowa.

Twierdzenie 112. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną wyposażoną w miarę bo-

relowską ν. Niech α, p ∈ (0,∞) i q ∈ (0,∞] będą ustalone. Wówczas następujące warunki

są równoważne:
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(i) zanurzenie Nα
p,q(X, d, ν) ↪→ Lp(X, ν) jest zwarte;

(ii) dla wszystkich β ∈ (0, α) i r ∈ (0,∞] zanurzenia

Nα
p,q(X, d, ν) ↪→ Mβ

p,r(X, d, ν) oraz Nα
p,q(X, d, ν) ↪→ Nβ

p,r(X, d, ν)

są zwarte;

(iii) istnieją β ∈ (0, α) i r ∈ (0,∞] takie, że przynajmniej jedno z zanurzeń

Nα
p,q(X, d, ν) ↪→ Mβ

p,r(X, d, ν) lub Nα
p,q(X, d, ν) ↪→ Nβ

p,r(X, d, ν)

jest zwarte.

Dowód twierdzeń 111 oraz 112. Zauważmy, że na mocy stwierdzenia 70, zanurzenia

w podpunktach (ii) są zawsze ciągłe. Wówczas implikacje „(ii) ⇒ (iii)” oraz „(iii) ⇒ (i)”

są trywialne, natomiast implikacje „(i) ⇒ (ii)” wynikają z lematu 110.

Fakt 113. Niech (X, d) będzie przestrzenią metryczną, p, p̃ ∈ (0,∞) oraz µ i ν niech będą

miarami borelowskimi takimi, że zanurzenie

Lp(X,µ) ↪→ Lp̃(X, ν) (3.3.3)

jest ciągłe. Wówczas dla każdego α ∈ (0,∞) oraz q ∈ (0,∞] zanurzenia

Ṁα
p,q(X, d, µ) ↪→ Ṁα

p̃,q(X, d, ν), Ṅα
p,q(X, d, µ) ↪→ Ṅα

p̃,q(X, d, ν),

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mα

p̃,q(X, d, ν), Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nα

p̃,q(X, d, ν)

są ciągłe.

Dowód. Wystarczy pokazać tezę dla jednorodnych przestrzeni. Z założenia (3.3.3) wynika,

że istnieje stała C ∈ (0,∞) taka, że dla każdego f ∈ Lp(X,µ) zachodzi

∥f∥Lp̃(X,ν) ≤ C∥f∥Lp(X,µ). (3.3.4)

Biorąc w powyższej nierówności f = χE, gdzie E ⊆ X jest dowolnym zbiorem mierzalnym

takim, że µ(E) = 0, otrzymujemy absolutną ciągłość ν względem µ. Niech u ∈ Lp(X,µ)

i weźmy dowolny −→g ∈
−→
D α

µ(u). Ponieważ ν << µ, więc również −→g ∈
−→
D α

ν (u). Natomiast

jeśli

∥−→g ∥Lp(X;ℓq(Z),µ) < ∞,
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to z (3.3.4) wynika

∥u∥Ṁα
p̃,q(X,d,ν) ≤ ∥−→g ∥Lp̃(X;ℓq(Z),ν) ≤ C∥−→g ∥Lp(X;ℓq(Z),µ).

Biorąc infimum prawej strony, otrzymujemy

∥u∥Ṁα
p̃,q(X,d,ν) ≤ C∥u∥Ṁα

p,q(X,d,µ).

Podobnie jeśli

∥−→g ∥ℓq(Z;Lp(X,µ)) < ∞,

to dla każdego k ∈ Z z (3.3.4) wynika

∥gk∥Lp̃(X,ν) ≤ C∥gk∥Lp(X,µ).

Przykładając normę ℓq(Z), otrzymujemy

∥u∥Ṅα
p̃,q(X,d,ν) ≤ ∥−→g ∥ℓq(Z;Lp̃(X,ν)) ≤ C∥−→g ∥ℓq(Z;Lp(X,µ)).

Tak jak wcześniej, biorąc infimum prawej strony po wszystkich −→g ∈
−→
D α

µ(u), otrzymujemy

żądaną nierówność.

Teraz przy pomocy lematu 110 oraz faktu 113 możemy wzmocnić wyniki z podroz-

działów 3.1 i 3.2.

Wniosek 114. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech ν będzie

miarą borelowską taką, że ν << µ oraz dν
dµ

∈ Lθ′(X,µ) dla pewnej θ ∈ (1,∞), gdzie

θ′ = θ/(θ−1). Wówczas dla każdego α, p ∈ (0,∞), q, r ∈ (0,∞] oraz β ∈ (0, α) zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p/θ,r(X, d, ν), Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p/θ,r(X, d, ν),

Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p/θ,r(X, d, ν), Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p/θ,r(X, d, ν)

są zwarte.

Dowód. Niech {un}n∈N będzie ciągiem ograniczonym w Aα
p,q(X, d, µ) dla A ∈ {M,N}.

Na mocy twierdzenia 96, istnieje podciąg {unj
}j∈N zbieżny w Lp/θ(X, ν). Ponieważ dν

dµ
∈

Lθ′(X,µ), więc dla dowolnego f ∈ Lp(X,µ) z nierówności Höldera mamy

∥f∥Lp/θ(X,ν) =
( ∫

X
|f |p/θ dν

dµ
dµ
)θ/p

≤
( ∫

X
|f |pdµ

) 1
p
( ∫

X
| dν

dµ
|θ′
dµ
) θ−1

p

.

108



3.3. Zwartość w Mβ
p,r i Nβ

p,r

To oznacza, że zachodzi ciągłe zanurzenie

Lp(X,µ) ↪→ Lp/θ(X, ν).

Zatem, na mocy faktu 113, {unj
}j∈N jest ograniczony w Aα

p/θ,q(X, d, ν). Możemy więc

zastosować lemat 110 dla ciągu {unj
}j∈N z p/θ w miejscu p i otrzymujemy, że {unj

}j∈N

jest zbieżny w Mβ
p/θ,r(X, d, µ) oraz Nβ

p/θ,r(X, d, µ) dla każdego r ∈ (0,∞] i każdej β ∈

(0, α).

Wniosek 115. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i niech ν będzie

dowolną miarą borelowską taką, że ν ≤ Cµ dla pewnej stałej C ∈ (0,∞). Załóżmy, że

istnieją r0 ∈ (0,∞) i x0 ∈ X takie, że dla wszystkich r ∈ (0, r0] spełnione są następujące

warunki

(i) rodzina funkcji
{
X ∋ x 7→ χB(y,r)(x)/µ(B(x, r))

}
y∈X

jest jednakowo całkowalna

względem miary ν;

(ii) sup
y∈X\B(x0,R)

∫
B(y,r)

1/µ(B(x, r)) dν(x) → 0 przy R → ∞.

Wówczas dla wszystkich α, p ∈ (0,∞), q, r ∈ (0,∞] oraz β ∈ (0, α) zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p,r(X, d, ν), Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p,r(X, d, ν),

Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p,r(X, d, ν), Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p,r(X, d, ν)

są zwarte.

Dowód. Dowód jest analogiczny do dowodu wniosku 114 i jest konsekwencją twierdze-

nia 101, faktu 113 i lematu 110.

Wniosek 116. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą oraz niech ν będzie

skończoną miarą borelowską taką, że ν ≤ Cµ dla pewnej stałej C ∈ (0,∞). Wówczas dla

wszystkich α, p ∈ (0,∞), q, r ∈ (0,∞], β ∈ (0, α) oraz p̃ ∈ (0, p) zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p̃,r(X, d, ν), Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p̃,r(X, d, ν),

Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p̃,r(X, d, ν), Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p̃,r(X, d, ν)

są zwarte. W szczególności jeśli µ(X) < ∞, to zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p̃,r(X, d, µ), Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p̃,r(X, d, µ),

Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Mβ

p̃,r(X, d, µ), Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Nβ

p̃,r(X, d, µ)

są zwarte.
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Dowód. Z założeń ν(X) < ∞ i ν ≤ Cµ wynika, że dν
dµ

∈ Lθ′(X,µ) dla każdej θ ∈ [1,∞),

więc teza wynika natychmiast z wniosku 114.

3.4 Wnioski dla przestrzeni Słobodeckiego

Twierdzenie 117. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą θ-regularną

z dołu i ustalmy α, p, s ∈ (0,∞) takie, że αp > θ − s. Wówczas jeśli µ(X) < ∞, to

zanurzenie Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) jest zwarte.

Dowód. Ponieważ µ jest θ-regularna z dołu oraz µ(X) < ∞, więc na mocy wniosku 37,

(X, d) jest całkowicie ograniczona. Zatem teza twierdzenia wynika natychmiast z twier-

dzenia 88 oraz wniosku 106.

Twierdzenie 118. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą s-regularną

z dołu taką, że µ(X) < ∞. Ustalmy α, p ∈ (0,∞). Wówczas:

(i) jeśli αp < s, to dla każdego p̃ ∈ (0, sp/(s − αp)) zanurzenie Wα,p
s (X, d, µ) ↪→

Lp̃(X,µ) jest zwarte;

(ii) jeśli αp > s, to dla każdej γ ∈ (0, α − s/p) zanurzenie Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ C0,γ(X, d)

jest zwarte.

Dowód. (i) Na mocy twierdzenia 72 istnieje C ∈ (0,∞) takie, że dla wszystkich u ∈

Wα,p
s (X, d, µ) mamy

∥u∥Lp∗ (X,µ) ≤ C∥u∥W α,p
s (X,d,µ),

gdzie p∗ = sp/(s−αp). Z nierówności Höldera wynika ciągłość zanurzeniaWα,p
s (X, d, µ) ↪→

Lp̃(X,µ) dla p̃ ∈ (0, p∗). Niech F będzie ograniczoną rodziną w Wα,p
s (X, d, µ) i niech

M = sup
u∈F

∥u∥W α,p
s (X,d,µ). Na mocy twierdzenia 117 (dla θ = s) dowolny ciąg zawarty w F

zawiera podciąg {un}n∈N ⊆ F zbieżny w Lp(X,µ).

Jeśli p̃ ∈ (p, p∗) i weźmiemy θ ∈ (0, 1) taką, że 1
p̃

= θ
p

+ 1−θ
p∗ , to na mocy nierówności

interpolacyjnej, mamy

∥un − um∥Lp̃(X,µ) ≤ ∥un − um∥θ
Lp(X,µ)∥un − um∥1−θ

Lp∗ (X,µ)

≤ (2CM)1−θ∥un − um∥θ
Lp(X,µ).
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Natomiast jeśli p̃ ∈ (0, p), to korzystając z nierówności Hölder otrzymujemy

∥un − um∥Lp̃(X,µ) ≤ (µ(X))
1
p̃

− 1
p ∥un − um∥Lp(X,µ).

Stąd wynika, że un jest ciągiem Cauchy’ego w Lp̃(X,µ) dla każdego p̃ ∈ (0, p∗).

(ii) Z twierdzenia 77 wynika, że zanurzenie Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ C0,α−s/p(X, d) jest ciągłe.

Ponieważ (X, d) jest całkowicie ograniczona, więc na mocy twierdzenia 38, zachodzi zwarte

zanurzenie

C0,α−s/p(X, d) ↪→ C0,γ(X, d)

dla każdej γ ∈ (0, α − s/p). Stąd otrzymujemy zwartość zanurzenia Wα,p
s (X, d, µ) ↪→

C0,γ(X, d) dla każdej γ ∈ (0, α− s/p).

Analogiczny wynik do rezultatów z podrozdziału 3.3 można pokazać dla przestrzeni

Wα,p
s (X, d, µ).

Stwierdzenie 119. Ustalmy α, p, s ∈ (0,∞) i niech (X, d, µ) będzie przestrzenią me-

tryczną z miarą taką, że

X ∋ x 7→ µ
(
B(x, 1) \ {x}

)
∈ L∞(X,µ).

Wówczas jeśli {un}n∈N jest ograniczony w Wα,p
s (X, d, µ) oraz zbieżny w Lp(X,µ), to jest

zbieżny w W β,p
s (X, d, µ) dla każdego β ∈ (0, α).

Zanim przejdziemy do dowodu uzasadnimy, że powyższe odwzorowanie jest mierzalne.

Ponieważ zbiór A := {(x, y) ∈ X × X : 0 < d(x, y) < 1} jest otwarty w topologii

produktowej oraz (X, d) jest ośrodkowa, więc na mocy lematu 8, A ∈ B(X, d) ⊗ B(X, d).

W szczególności oznacza to, że funkcja f(x, y) = χA(x, y) dla (x, y) ∈ X×X jest mierzalna

względem miary produktowej. Zatem z twierdzenia Fubiniego odwzorowanie

x 7→
∫

X
χA(x, y)dµ(y) = µ

(
B(x, 1) \ {x}

)

jest mierzalne.

Dowód. Niech C = sup
n∈N

∥un∥W α,p
s (X,d,µ) oraz M = ess sup

x∈X
µ
(
B(x, 1) \ {x}

)
. Wówczas dla
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dowolnego ε ∈ (0,∞)

[un − um]pW α,p
s (X,d,µ) =

∫∫
0<d(x,y)<1

|(un − um)(x) − (un − um)(y)|p
d(x, y)s+βp

dµ(y)dµ(x)

=
∫∫

0<d(x,y)<ε

|(un − um)(x) − (un − um)(y)|p
d(x, y)s+βp

dµ(y)dµ(x)

+
∫∫

ε≤d(x,y)<1

|(un − um)(x) − (un − um)(y)|p
d(x, y)s+βp

dµ(y)dµ(x)

≤ ε(α−β)p
∫∫

0<d(x,y)<ε

|(un(x) − un(y)) − (um(x) − um(y))|p
d(x, y)s+αp

dµ(y)dµ(x)

+ 1
εs+βp

∫∫
ε≤d(x,y)<1

|(un − um)(x) − (un − um)(y)|p dµ(y)dµ(x)

≤ 2p+1ε(α−β)pCp + 2p

εs+βp

∫
X

∫
B(x,1)\{x}

|(un − um)(x)|p + |(un − um)(y)|pdµ(y)dµ(x)

≤ 2p+1ε(α−β)pCp + 2p+1

εs+βp

∫
X

|(un − um)(x)|p µ
(
B(x, 1) \ {x}

)
dµ(x)

≤ 2p+1ε(α−β)pCp + 2p+1M

εs+βp
∥un − um∥p

Lp(X,µ).

W takim razie {un}n∈N spełnia warunek Cauchy’ego w W β,p
s (X, d, µ), a zatem jest zbieżny.

Wniosek 120. Jeśli (X, d, µ) jest przestrzenią metryczną z miarą s-regularną z dołu taką,

że µ(X) < ∞, to dla wszystkich α, p ∈ (0,∞) i każdego β ∈ (0, α) zanurzenie

Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ W β,p

s (X, d, µ)

jest zwarte.

Dowód. Teza wynika ze stwierdzenia 119 oraz twierdzenia 117 dla θ = s.

Poniższy przykład pokazuje, że jeśli αp < θ − s, to teza twierdzenia 117 nie musi

zachodzić.

Przykład 121. Niech θ ∈ (2,∞) i Ω(θ) = {(x, y) ∈ R2 : y ∈ (0, 1) i |x| < yθ−1}. Jeśli

p ∈ (1,∞) oraz α ∈
(
0,min{ θ−2

p
, p−1

p
}
)
, to zanurzenie Wα,p

2 (Ω(θ)) ↪→ Lp(Ω(θ)) nie jest

zwarte.

Dowód. Przypomnijmy, że dzięki przykładowi 90 wiemy, że l2
¬ Ω(θ) jest θ-regularna

z dołu. Ustalmy n ∈ N takie, że n ≥ 3 i zdefiniujmy zbiory

Ω+(n) = {(x, y) ∈ Ω(θ) : y < 1/n} oraz Ω0(n) = Ω(θ)\Ω+(n).
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Niech

γ = γ(p) :=


1 dla p ∈ (0, θ),

θ−1
p

dla p ∈ [θ,∞).

Rozważmy funkcję un : Ω(θ) → R daną wzorem

un(x, y) = (an/y
γ − nγan)χΩ+(n)(x, y),

gdzie an dobierzemy później. Policzmy normę un w Lp(Ω(θ))∫
Ω(θ)

|un(x, y)|pdl2(x, y) =
∫

Ω+(n)
(an/y

γ − nγan)pdl2(x, y) = ap
n

∫
(0,1/n)

2yθ−1 (1 − (ny)γ)p

yγp
dy

= 2ap
n

γnθ−γp

∫
(0,1)

ξp(1 − ξ)θ/γ−p−1dξ = ap
n

2B(p+ 1, θ/γ − p)
γnθ−γp

,

gdzie w trzeciej równości skorzystaliśmy z podstawienia ξ = 1 − (ny)γ, a B(a, b) jest

funkcją beta Eulera. Dobieramy an tak, aby ∥un∥Lp(Ω(θ)) = 1, czyli

ap
n = γnθ−γp

2B(p+ 1, θ/γ − p) .

Pokażemy teraz, że un jest ograniczony w Wα,p
2 (Ω(θ)). Ponieważ un już jest ograniczony

w Lp(Ω(θ)), wystarczy że oszacujemy półnormę Słobodeckiego

[un]pW α,p
2 (Ω(θ)) ≤

∫
Ω(θ)

∫
Ω(θ)

|un(x1, y1) − un(x2, y2)|p
|(x1, y1) − (x2, y2)|2+αp

dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

=
∫

Ω+(n)

∫
Ω+(n)

|un(x1, y1) − un(x2, y2)|p
|(x1, y1) − (x2, y2)|2+αp

dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

+ 2
∫

Ω0(n)

∫
Ω+(n)

|un(x1, y1) − un(x2, y2)|p
|(x1, y1) − (x2, y2)|2+αp

dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

=: I1(n) + 2I2(n).

Zacznijmy od oszacowania I1(n). W tym celu opuszczamy człon |x1 − x2| w mianowniku

pod całką I1(n) i otrzymujemy

I1(n) ≤ ap
n

∫
Ω+(n)

∫
Ω+(n)

|y−γ
1 − y−γ

2 |p

|y1 − y2|2+αp
dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

≤ ap
n

∫
Ω+(n)

∫
Ω+(n)

|y1 − y2|γp−αp−2

yγp
1 y

γp
2

dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

= 4ap
n

∫
(0,1/n)

∫
(0,1/n)

yθ−γp−1
1 yθ−γp−1

2 |y1 − y2|γp−αp−2 dy2 dy1. (3.4.1)
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W ostatniej całce podwójnej stosujemy podstawienie y1 = ξ/n, y2 = η/n i otrzymujemy,

że (3.4.1) jest równe

4ap
n

n2θ−γp−αp−2

∫
(0,1)

∫
(0,1)

ξθ−γp−1ηθ−γp−1|ξ − η|γp−αp−2 dη dξ = 4ap
nI(θ − γp, θ − γp, γp− αp− 1)

n2θ−γp−αp−2 ,

gdzie I jest taka jak w lemacie 91. Niech κ = θ−αp− 2. Dzięki założeniu α < θ−2
p

wiemy,

że κ > 0. Ponieważ γ spełnia poniższe nierówności

θ − γp > 0,

γp− αp− 1 > 0,

2(θ − γp) + γp− αp− 1 = θ − γp+ κ+ 1 > 1,

więc korzystając z lematu 91 i definicji an, otrzymujemy, że

I1(n) ≤ 4ap
nI(θ − γp, θ − γp, γp− αp− 1)

n2θ−γp−αp−2

= 2γnθ−γp

B(p+ 1, θ/γ − p)
2B(κ+ 1, γp− αp− 1)
(θ − γp+ κ)n2θ−γp−αp−2

= 4γB(κ+ 1, γp− αp− 1)
(θ − γp+ κ)B(p+ 1, θ/γ − p)

1
nκ
.

Z powyższej nierówności wynika, że I1(n) → 0 przy n → ∞, więc w szczególności otrzy-

maliśmy, że I1(n) jest ograniczona.

Szacujemy teraz całkę I2(n) w następujący sposób

I2(n) ≤ ap
n

∫
Ω0(n)

∫
Ω+(n)

(y−γ
2 − nγ)p

(y1 − y2)2+αp
dl2(x2, y2)dl2(x1, y1)

= 4ap
n

∫
(1/n,1)

∫
(0,1/n)

yθ−1
1 yθ−γp−1

2
(1 − (ny2)γ)p

(y1 − y2)2+αp
dy2dy1

= 4ap
n

[ ∫
(1/n,2/n)

∫
(0,1/n)

yθ−1
1 yθ−γp−1

2
(1 − (ny2)γ)p

(y1 − y2)2+αp
dy2dy1

+
n−1∑
j=2

∫
(j/n,(j+1)/n)

∫
(0,1/n)

yθ−1
1 yθ−γp−1

2
(1 − (ny2)γ)p

(y1 − y2)2+αp
dy2dy1

]

= 4ap
n

(
A1 +

n−1∑
j=2

Aj

)
. (3.4.2)

Dla y1 > 1/n zachodzi (1 − (ny2)γ)p ≤ nγp(y1 − y2)γp, zatem

A1 ≤ nγp
∫

(1/n,2/n)

yθ−1
1

∫
(0,1/n)

yθ−γp−1
2 (y1 − y2)γp−αp−2dy2dy1.
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Po podstawieniu y1 = (ξ + 1)/n oraz y2 = η/n otrzymamy

A1 ≤ 1
nθ−γp

1
nκ

∫
(0,1)

(ξ + 1)θ−1
∫

(0,1)

ηθ−γp−1(ξ − η + 1)γp−αp−2dηdξ

≤ 2θ−1

nθ−γp

1
nκ

∫
(0,1)

∫
(0,1)

ηθ−γp−1(ξ − η + 1)γp−αp−2dηdξ.

Zdefiniujmy

A(θ, α, p, γ) =


2γp−αp−2/(θ − γp), jeśli γp− αp− 2 ≥ 0,

B(θ − γp, γp− αp− 1), jeśli γp− αp− 2 < 0.

Wówczas

A1 ≤ 2θ−1

nθ−γp

A(θ, α, p, γ)
nκ

. (3.4.3)

Oszacujemy teraz Aj dla 2 ≤ j ≤ n− 1. Jeśli y1 ∈ (j/n, (j + 1)/n) oraz y2 ∈ (0, 1/n), to

zachodzi (y1 − y2)−2−αp ≤
(

n
j−1

)2+αp
. Stąd

Aj ≤ n2+αp

(j − 1)2+αp

∫
(j/n,(j+1)/n)

yθ−1
1

∫
(0,1/n)

yθ−γp−1
2 (1 − (ny2)γ)pdy2dy1

≤ n2+αp

(j − 1)2+αp

(j + 1)θ−1

nθ−1
1
n

B(p+ 1, θ/γ − p)
γnθ−γp

≤ 3θ−1B(p+ 1, θ/γ − p)
γnθ−γp

(j − 1)κ−1

nκ
, (3.4.4)

gdzie w ostatniej linijce skorzystaliśmy z nierówności j + 1 ≤ 3(j − 1) prawdziwej dla

j ≥ 2. Łącząc (3.4.2), (3.4.3) oraz (3.4.4), otrzymujemy

I2(n) ≤ 4ap
n

nθ−γp

1
nκ

(
2θ−1A(θ, α, p, γ) + 3θ−1

γ
B(p+ 1, θ/γ − p)

n−1∑
j=2

(j − 1)κ−1
)

= 2γ
B(p+ 1, θ/γ − p)

(2θ−1

nκ
A(θ, α, p, γ) + 3θ−1

γ
B(p+ 1, θ/γ − p) 1

nκ

n−1∑
j=2

(j − 1)κ−1
)

≤ 2θγA(θ, α, p, γ)
B(p+ 1, θ/γ − p)nκ

+ 3θ 1
nκ

n−1∑
j=2

(j − 1)κ−1 ≤ 2θγA(θ, α, p, γ)
B(p+ 1, θ/γ − p)nκ

+ 3θ/κ,

gdzie ostatnie oszacowanie jest konsekwencją następującego rachunku

1
nκ

n−1∑
j=2

(j − 1)κ−1 = 1
nκ

( n−2∑
j=1

jκ−1
)

≤ 1
nκ

( ∫ n

0
xκ−1dx

)
= 1/κ.

Zatem pokazaliśmy, że ciąg {un}n∈N jest ograniczony w Wα,p
2 (Ω(θ)) oraz ∥un∥Lp(Ω(θ)) = 1.

Z definicji {un}n∈N wynika, że lim
n→∞

un(x, y) = 0 dla wszystkich (x, y) ∈ Ω(θ). To oznacza,

że {un}n∈N nie ma podciągu zbieżnego w Lp(Ω(θ)).
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Stwierdzenie 122. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą θ-regularną

z góry i niech s, α, p ∈ (0,∞) spełniają αp < θ − s. Wówczas Wα,p
s (X, d, µ) = Lp(X,µ)

z równoważnymi normami.

Dowód. Niech b ∈ (0,∞) będzie stałą z nierówności (1.2.1). Dla dowolnego u ∈ Lp(X,µ)

z twierdzenia Fubiniego mamy

[u]pW α,p
s (X,d,µ) =

∫∫
0<d(x,y)<1

|u(x) − u(y)|p
d(x, y)s+αp

dµ(y) dµ(x)

≤ 2p+1
∫
X

|u(x)|p
∫

B(x,1)\{x}

1
d(x, y)s+αp

dµ(y)dµ(x)

≤ 2p+1
∫
X

|u(x)|p
∞∑

k=0

∫
B(x,2−k)\B(x,2−(k+1))

1
d(x, y)s+αp

dµ(y)dµ(x)

≤ 2s+αp+p+1
∫
X

|u(x)|p
( ∞∑

k=0
µ(B(x, 2−k))2k(s+αp)

)
dµ(x)

≤ b2s+αp+p+1∥u∥p
Lp(X,µ)

∞∑
k=0

2k(αp+s−θ) = b2s+αp+p+1

1 − 2αp+s−θ
∥u∥p

Lp(X,µ).

Pokażemy teraz, że przy założeniach stwierdzenia 122 zanurzenie Wα,p
s (X, d, µ) ↪→

Lp̃(X,µ) dla p̃ < p nie będzie zwarte.

Twierdzenie 123. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą θ-regularną

z góry taką, że µ(X) < ∞ i niech s, α, p ∈ (0,∞) spełniają αp < θ − s. Wówczas dla

wszystkich p̃ ∈ (0, p) zanurzenie Wα,p
s (X, d, µ) ↪→ Lp̃(X,µ) nie jest zwarte.

Dowód. W związku ze stwierdzeniem 122, zachodzi równość zbiorów Wα,p
s (X, d, µ) =

Lp(X,µ) oraz normy ∥·∥W α,p
s (X,d,µ), ∥·∥Lp(X,µ) są równoważne. Ponadto z założenia o górnej

regularności miary wynika, że

{x ∈ X : µ({x}) = 0} = X.

W związku z tym teza twierdzenia wynika z poniższego lematu.

Lemat 124. Niech (X, d) będzie ośrodkową przestrzenią metryczną i niech ν będzie miarą

borelowską taką, że ν(X) < ∞. Wówczas następujące warunki są równoważne:

(i) dla wszystkich p ∈ (0,∞] i wszystkich p̃ ∈ (0, p) zanurzenie Lp(X, ν) ↪→ Lp̃(X, ν)

nie jest zwarte;
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(ii) istnieje p ∈ (0,∞] i istnieje p̃ ∈ (0, p) takie, że zanurzenie Lp(X, ν) ↪→ Lp̃(X, ν) nie

jest zwarte;

(iii) ν({x ∈ X : ν({x}) = 0}) > 0.

Dowód. Oznaczmy przez

E = {x ∈ X : ν({x}) = 0} oraz D = X \ E = {x ∈ X : ν({x}) > 0}.

Łatwo pokazać, że D jest zbiorem co najwyżej przeliczalnym, a więc zbiorem borelowskim.

Stąd wynika, że E również jest borelowski.

„(i) ⇒ (ii)” Ta implikacja jest oczywista.

„(ii) ⇒ (iii)” Pokażemy nie wprost, że jeśli ν(E) = 0, to dla każdego p ∈ (0,∞]

i każdego p̃ ∈ (0, p) zanurzenie Lp(X, ν) ↪→ Lp̃(X, ν) jest zwarte. Ponieważ dla każdego

p ∈ (0,∞) i p̃ ∈ (0, p) zachodzą ciągłe zanurzenia

L∞(X, ν) ↪→ Lp(X, ν) ↪→ Lp̃(X, ν),

więc możemy zakładać, że p < ∞. Skoro ν(E) = 0, to

ν =
∑
x∈D

ωxδx,

gdzie ωx = ν({x}).

Jeśli D jest skończony, to Lp̃(X, ν) jest przestrzenią skończenie wymiarową, a zatem

ograniczone podzbiory Lp̃(X, ν) są prezwarte w Lp̃(X, ν).

Jeśli D jest przeliczalny, to możemy ponumerować jego elementy liczbami naturalnymi

D = {xk}∞
k=1 i zdefiniować ciąg ωk = ν({xk}). Z założenia ν(X) < ∞ wynika, że ω =

{ωk}∞
k=1 ∈ ℓ1(N). Ponieważ dla każdego r ∈ (0,∞) i każdego f ∈ Lr(X, ν) zachodzi

równość ∫
X

|f |rdν =
∑
x∈D

|f(x)|rωx =
∑
k∈N

|f(xk)|rωk,

więc możemy utożsamiać Lr(X, ν) z ℓr(N, ω) dla wszystkich r ∈ (0,∞). Ponadto dla

każdego a ∈ ℓr(N, ω) mamy

∥a∥r
ℓr(N,ω) =

∞∑
k=1

|ak|rωk = ∥aω1/r∥r
ℓr(N). (3.4.5)

Niech F ⊆ ℓp(N, ω) będzie ograniczoną rodziną i niech M = sup
a∈F

∥a∥ℓp(N,ω). Pokażemy, że

F jest prezwarta w ℓp̃(N, ω). Z równości (3.4.5) wynika, że wystarczy pokazać, że rodzina
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Fω = {aω1/p̃ : a ∈ F} jest prezwarta w ℓp̃(N). Dla każdego N ∈ N z nierówności Höldera

mamy
∞∑

k=N

|akω
1/p̃
k |p̃ =

∞∑
k=N

|ak|p̃ωk

≤
( ∞∑

k=N

|ak|pωk

) p̃
p
( ∞∑

k=N

ωk

) p−p̃
p

≤ M p̃
( ∞∑

k=N

ωk

) p−p̃
p .

Ponieważ ω ∈ ℓ1(N), więc wynika stąd, że lim
N→∞

∑∞
k=N |akω

1/p̃
k |p̃ = 0 jednostajnie ze

względu na a ∈ F . Ponadto z powyższego rachunku wynika, że rodzina Fω jest ogra-

niczona w ℓp̃(N). Z klasycznego twierdzenia Frécheta o zwartości otrzymujemy, że Fω jest

prezwarta w ℓp̃(N).

„(iii) ⇒ (i)” Wystarczy pokazać tezę dla p = ∞. Istotnie, jeśli pokażemy, że dla

dowolnego p̃ ∈ (0, p) zanurzenie

L∞(X, ν) ↪→ Lp̃(X, ν)

nie jest zwarte, to ponieważ zachodzi ciągłe zanurzenie

L∞(X, ν) ↪→ Lp(X, ν),

więc poniższe zanurzenie również nie może być zwarte

Lp(X, ν) ↪→ Lp̃(X, ν).

Pokażemy, że ν ¬
E jest miarą bezatomową. Przypuśćmy, że A ⊆ E jest atomem wzglę-

dem ν
¬
E, tzn. ν ¬

E(A) > 0 oraz dla każdego zbioru B ⊆ A takiego, że ν ¬
E(B) < ν

¬
E(A)

zachodzi ν ¬
E(B) = 0. Wówczas dla każdego x ∈ A ∩ E z definicji zbioru E mamy

ν(B(x, r)) → ν({x}) = 0

przy r → 0+. Zatem możemy znaleźć rx ∈ (0,∞) takie, że

ν
¬
E(B(x, rx) ∩ A) ≤ ν(B(x, rx)) < ν

¬
E(A).

Zakładaliśmy, że A jest atomem, więc dla każdego x ∈ X

ν
¬
E(B(x, rx) ∩ A) = 0.
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3.4. Wnioski dla przestrzeni Słobodeckiego

Z drugiej strony A∩E ⊆ ⋃
x∈A∩E

B(x, rx). Ponieważ (X, d) jest ośrodkowa, więc (A∩E, d)

również jest ośrodkowa. Z twierdzenia Lindelöfa wynika, że możemy znaleźć ciąg {xi}∞
i=1 ⊆

A ∩ E taki, że

A ∩ E ⊆
∞⋃

i=1
B(xi, rxi

) ∩ A ∩ E.

Stąd dostajemy

0 < ν
¬
E(A) = ν

¬
E
( ∞⋃

i=1
B(xi, rxi

) ∩ A
)

≤
∞∑

i=1
ν

¬
E
(
B(xi, rxi

) ∩ A
)

= 0.

Z powyższej sprzeczności wnioskujemy, że ν ¬
E jest bezatomowa.

Skoro ν ¬
E jest bezatomowa, możemy zastosować twierdzenie Sierpińskiego [97] i zna-

leźć dwa rozłączne zbiory E(0), E(1) ⊆ E takie, że E(0) ∪ E(1) = E oraz

ν
¬
E(E(0)) = ν(E(0)) = ν

¬
E(E(1)) = ν(E(1)) = ν(E)/2.

W kolejnym kroku stosujemy twierdzenie Sierpińskiego dla zbiorów E(0), E(1) i znajdujemy

parami rozłączne zbiory E(0,0), E(0,1), E(1,0), E(1,1) takie, że

E(0,0) ∪ E(0,1) = E(0), E(1,0) ∪ E(1,1) = E(1)

oraz

ν(E(0,0)) = ν(E(0,1)) = ν(E(1,0)) = ν(E(1,1)) = ν(E)/4.

Kontynuujemy ten proces indukcyjnie. Załóżmy, że zdefiniowaliśmy zbiory Eb dla każdego

b = (b1, b2, . . . , bk) ∈ Zk
2, które są parami rozłączne, ν(Eb) = ν(E)/2k oraz dla każdego b̂ ∈

Zk−1
2 zachodzi Eb̂ = E(b̂,0) ∪E(b̂,1). Ustalmy b ∈ Zk

2 i zastosujmy twierdzenie Sierpińskiego

do zbioru Eb. Otrzymujemy rozłączne zbiory E(b,0), E(b,1) takie, że E(b,0) ∪E(b,1) = Eb oraz

ν(E(b,0)) = ν(E(b,1)) = ν(Eb)/2 = ν(E)/2k+1.

Zdefiniujmy teraz ciąg funkcji {fk}k∈N w następujący sposób

fk =
∑

{b∈Zk
2 :bk=1}

χEb
.

Ponieważ zbiory {Eb}b∈Zk
2

są parami rozłączne, więc {fk}k∈N jest ograniczony w L∞(X, ν).

Z drugiej strony jeśli ustalimy k, l ∈ N takie, że k < l, to z konstrukcji zbiorów Eb wynika,

że

E =
⋃

b∈Zk
2

Eb oraz Eb =
⋃

{c∈Zl
2:cj=bj dla 1≤j≤k}

Ec.
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3. Zwarte zanurzenia

Stąd otrzymujemy

∥fk − fl∥p̃
Lp̃(X,ν) =

∑
b∈Zk

2

∫
Eb

|fk(x) − fl(x)|p̃dν(x)

=
∑

b∈Zk
2

∑
{c∈Zl

2:cj=bj dla 1≤j≤k}

∫
Ec

|fk(x) − fl(x)|p̃dν(x)

=
∑

b∈Zk
2

∑
{c∈Zl

2:cj=bj dla 1≤j≤k oraz bk ̸=cl}

∫
Ec

1 dν(x)

=
∑

b∈Zk
2

2l−k−1ν(E)
2l

=
∑

b∈Zk
2

ν(E)
2k+1 = ν(E)

2 .

Z powyższej równości wynika, że {fk}k∈N nie zawiera podciągu zbieżnego w Lp̃(X, ν).

3.5 Pozostałe wyniki i przykłady

W niniejszym podrozdziale zajmiemy się problemem, kiedy zanurzenia Mα
p,q(X, d, µ) ↪→

Lp(X,µ) i Nα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) nie są zwarte, a na koniec zaprezentujemy kilka

przykładów.

Twierdzenie 125. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą i załóżmy, że

istnieje δ0 ∈ (0,∞) taka, że µ jest δ-podwajająca dla każdej δ ∈ (0, δ0]. Ponadto załóżmy,

że p ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1) i q ∈ (0,∞] lub p ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1] i q = ∞. Jeśli przynajmniej

jedno z zanurzeń

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) lub Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ)

jest zwarte, to (X, d) jest całkowicie ograniczona.

Dowód. Zaczniemy od udowodnienia poniższego lematu.

Lemat 126. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą, która jest δ-

podwajająca dla pewnej δ ∈ (0,∞). Załóżmy, że p ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1) i q ∈ (0,∞]

lub p ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1] i q = ∞. Jeśli przynajmniej jedno z zanurzeń

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) lub Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) (3.5.1)

jest zwarte, to każdy zbiór 3δ-rozdzielony w (X, d) jest skończony.

Dowód. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 98 wystarczy pokazać tezę dla przestrzeni

M1,p(X, d, µ). Przypuśćmy, że {xj}j∈N jest nieskończonym zbiorem 3δ-rozdzielonym
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3.5. Pozostałe wyniki i przykłady

w (X, d). Wówczas dla wszystkich k, l ∈ N takich, że k ̸= l, B(xk, δ) ∩ B(xl, 2δ) = ∅.

Istotnie, jeśli y ∈ B(xk, δ) ∩B(xl, 2δ) dla pewnych k, l ∈ N takich, że k ̸= l, to wówczas

3δ ≤ d(xk, xl) ≤ d(xk, y) + d(y, xl) < 3δ,

co jest oczywistą sprzecznością.

Teraz dla każdego j ∈ N stosujemy lemat 65 i znajdujemy funkcję ϕj : X → [0, 1]

taką, że ϕj ≡ 1 na B(xj, δ) oraz ϕj ≡ 0 na X \B(xj, 2δ). Definiujemy ciąg funkcji {fj}j∈N

wzorem

fj(x) = 1
µ(B(xj, δ))1/p

ϕj(x) dla x ∈ X.

Zauważmy, że z lematu 65 i warunku δ-podwajania wynika

∥fj∥M1,p(X,d,µ) = 1
µ(B(xj, δ))1/p

(
∥ϕj∥Lp(X,µ) + ∥ϕj∥Ṁ1,p(X,d,µ)

)

≤ 1
µ(B(xj, δ))1/p

(
µ(B(xj, 2δ))1/p + µ(B(xj, 2δ))1/p

dist(X \B(xj, 2δ), B(xj, δ))

)

≤ µ(B(xj, 2δ))1/p

µ(B(xj, δ))1/p

[
1 + 1

δ

]
≤ C

1/p
δ (δ + 1)/δ.

Ponieważ {fj}j∈N jest ograniczony w M1,p(X, d, µ), więc z założenia o zwartości powinien

posiadać podciąg zbieżny w Lp(X,µ). Jednakże jeśli k, l ∈ N są takie, że k ̸= l, to zachodzi

B(xk, δ) ∩B(xl, 2δ) = ∅, więc

∥fk − fl∥p
Lp(X,µ) ≥

∫
B(xk,δ)∪B(xl,δ)

|fk(x) − fl(x)|p dµ(x)

=
∫

B(xk,δ)

|fk(x)|p dµ(x) +
∫

B(xl,δ)

|fl(x)|p dµ(x) = 2.

To oznacza, że {fj}j∈N nie posiada podciągu zbieżnego w Lp(X,µ). Otrzymana sprzecz-

ność kończy dowód lematu.

Ustalmy teraz ε ∈ (0,∞) i niech δ = min{ε/3, δ0}. Niech A będzie maksymalnym

zbiorem 3δ-rozdzielonym. Z lematu 126 otrzymujemy, że A jest skończony, natomiast

z uwagi 33 wynika

X =
⋃

a∈A

B(a, 3δ) ⊆
⋃

a∈A

B(a, ε).

To oznacza, że A jest skończoną ε-siecią w (X, d). Z dowolności ε wynika całkowita ogra-

niczoność (X, d).
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3. Zwarte zanurzenia

Twierdzenie 127. Niech (X, d, µ) będzie przestrzenią metryczną z miarą taką, że µ(X) <

∞, diamX = ∞ oraz µ spełnia warunek podwajania w nieskończoności. Załóżmy, że

p ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1) i q ∈ (0,∞] lub p ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1] i q = ∞. Wówczas

zanurzenia

Mα
p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) oraz Nα

p,q(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) (3.5.2)

nie są zwarte.

Dowód. Pokażemy tezę dla przestrzeni M1,p(X, d, µ). Niech x0 ∈ X będzie punktem z wa-

runku podwajania w nieskończoności i niech {Rn}n∈N będzie rosnącym ciągiem takim, że

Rn ≥ 1, Rn → ∞ oraz

lim
n→∞

µ(X \B(x0, Rn))
µ(X \B(x0, 2Rn)) = lim inf

R→∞

µ(X \B(x0, R))
µ(X \B(x0, 2R)) < ∞.

Niech

C = sup
n∈N

µ(X \B(x0, Rn))
µ(X \B(x0, 2Rn)) .

Dla każdego n ∈ N definiujemy

fn = 1
[µ(X \B(x0, 2Rn))]1/p

ϕn,

gdzie ϕn : X → [0, 1] jest lipszycowską funkcją z lematu 65, która spełnia ϕn ≡ 0

w B(x0, Rn) oraz ϕn ≡ 1 na X \ B(x0, 2Rn). Z lematu 65 i definicji ciągu Rn wynika

również, że

∥fn∥M1,p(X,d,µ) ≤ [µ(X \B(x0, Rn))]1/p

[µ(X \B(x0, 2Rn))]1/p

(
1 + 1

dist(B(x0, Rn), X \B(x0, 2Rn))

)

≤ 2C1/p,

ponieważ dist(B(x0, Rn), X \ B(x0, 2Rn)) ≥ Rn ≥ 1. Zatem {fn}n∈N jest ciągiem funkcji

ograniczonym w M1,p(X, d, µ).

Przypuśćmy, że {fn}n∈N jest prezwarty w Lp(X,µ). Wówczas możemy znaleźć podciąg

{fnj
}j∈N taki, że

∫
X\B(x0,R)

|fnj
|p dµ → 0 jednostajnie ze względu na j przy R → ∞.
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3.5. Pozostałe wyniki i przykłady

Jednakże jest to niemożliwe, gdyż
∫

X\B(x0,2Rn)

|fn|p dµ = 1 dla wszystkich n ∈ N.

To oznacza, że zanurzenie M1,p(X, d, µ) ↪→ Lp(X,µ) nie może być zwarte, co kończy

dowód twierdzenia.

Przykład 128. Niech (R+, d, µ), gdzie d = | · | jest odległością euklidesową oraz µ jest

dana przez dµ = e−xβ
dx dla β ∈ (0,∞). Wówczas µ(R+) < ∞ oraz:

(i) jeśli β ∈ (1,∞), to µ jest całkowalna, więc dla wszystkich α, p ∈ (0,∞) i q ∈ (0,∞]

zanurzenia

Mα
p,q(R+, d, µ) ↪→ Lp(R+, µ) oraz Nα

p,q(R+, d, µ) ↪→ Lp(R+, µ) (3.5.3)

są zwarte;

(ii) jeśli β ∈ (0, 1], to µ jest δ-podwajająca dla każdej δ ∈ (0,∞), zatem dla p ∈ (0,∞),

α ∈ (0, 1) i q ∈ (0,∞] lub p ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1] i q = ∞ zanurzenia

Mα
p,q(R+, d, µ) ↪→ Lp(R+, µ) oraz Nα

p,q(R+, d, µ) ↪→ Lp(R+, µ) (3.5.4)

nie są zwarte.

Dowód. (i) Ustalmy r ∈ (0,∞). Wówczas
∫
R+

1
µ(B(x, r)) dµ(x) =

∫
(r,∞)

e−xβ

x+r∫
x−r

e−yβdy
dx+

∫
(0,r)

e−xβ

x+r∫
0
e−yβdy

dx

≤
∫

(r,∞)

e−xβ

x−r/2∫
x−r

e−yβdy

dx+
∫

(0,r)

e−xβ

(x+ r)e−(x+r)β dx

≤
∫

(r,∞)

e−xβ

r
2e

−(x− r
2 )β dx+ 1

r

∫
(0,r)

e−xβ+(x+r)β

dx

≤ 2
r

∫
(r,∞)

e−xβ+(x− r
2 )β

dx+ 1
r

∫
(0,r)

e(2r)β

dx

≤ 2
r

∫
(r,∞)

e−β r
2 (x− r

2 )β−1
dx+ e(2r)β

< ∞,

gdzie przy przejściu od trzeciej do czwartej nierówności skorzystaliśmy z twierdzenia

Lagrange’a. Zatem µ jest całkowalna, więc zwartość zanurzeń (3.5.3) wynika z uwagi 105.
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3. Zwarte zanurzenia

(ii) Niech x ∈ R+ i δ ∈ (0,∞). Jeśli x > 2δ, to wówczas

µ(B(x, 2δ))
µ(B(x, δ)) =

x+2δ∫
x−2δ

e−yβ
dy

x+δ∫
x−δ

e−yβdy

≤

x+2δ∫
x−2δ

e−yβ
dy

x∫
x−δ

e−yβdy
≤ 4δe−(x−2δ)β

δe−xβ = 4e−(x−2δ)β+xβ

.

Z β-Hölderowskiej ciągłości funkcji f(t) = tβ wynika

xβ − (2δ)β ≤ (x− 2δ)β

i stąd

µ(B(x, 2δ))
µ(B(x, δ)) ≤ 4e(2δ)β

.

Z drugiej strony jeśli x ≤ 2δ to mamy

µ(B(x, 2δ))
µ(B(x, δ)) =

x+2δ∫
0
e−yβ

dy

x+δ∫
max{0,x−δ}

e−yβdy

≤ x+ 2δ
x+δ∫
x
e−yβdy

≤ 4δ
δe−(x+δ)β = 4e(x+δ)β ≤ 4e(3δ)β

.

Zatem µ jest δ-podwajająca dla wszystkich δ ∈ (0,∞). Z twierdzenia 125 wynika, że

gdyby przynajmniej jedno z zanurzeń (3.5.4) było zwarte to (R+, d) byłoby całkowicie

ograniczone (a nie jest), zatem żadne z zanurzeń (3.5.4) nie może być zwarte.

Przykład 129. Niech (R+, d, µ), gdzie d = | · | jest odległością euklidesową oraz µ jest

dana przez dµ = exβ
dx dla β ∈ [0,∞). Wówczas µ(R+) = ∞ oraz:

(i) jeśli β ∈ (1,∞), to µ jest całkowalna, więc dla wszystkich α, p ∈ (0,∞) i q ∈ (0,∞]

zanurzenia

Mα
p,q(R+, d, µ) ↪→ Lp(R+, µ) oraz Nα

p,q(R+, d, µ) ↪→ Lp(R+, µ)

są zwarte;

(ii) jeśli β ∈ [0, 1], to µ jest δ-podwajająca dla każdej δ ∈ (0,∞), zatem dla p ∈ (0,∞),

α ∈ (0, 1) i q ∈ (0,∞] lub p ∈ (0,∞), α ∈ (0, 1] i q = ∞ zanurzenia

Mα
p,q(R+, d, µ) ↪→ Lp(R+, µ) oraz Nα

p,q(R+, d, µ) ↪→ Lp(R+, µ)

nie są zwarte.
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3.5. Pozostałe wyniki i przykłady

Dowód. (i) Niech x ∈ R+ i r ∈ (0,∞). Wówczas

µ(B(x, r)) =
∫ x+r

max{0,x−r}
eyβ

dy ≥
∫ x+r

x+r/2
eyβ

dy ≥ r

2e
(x+r/2)β

.

Korzystając z twierdzenia Lagrange’a, otrzymujemy

∫
R+

1
µ(B(x, r)) dµ(x) =

∫
R+

exβ

µ(B(x, r))dx ≤ 2
r

∫
R+

dx

e(x+r/2)β−xβ ≤ 2
r

∫
R+

dx

e
βr
2 xβ−1 < ∞.

Stąd µ jest całkowalna.

(ii) Dla wszystkich x ∈ R+ i δ ∈ (0,∞) zachodzi

µ(B(x, 2δ))
µ(B(x, δ)) =

x+2δ∫
max{0,x−2δ}

eyβ
dy

x+δ∫
max{0,x−δ}

eyβdy

≤

x+2δ∫
x−2δ

eyβ
dy

x+δ∫
x
eyβdy

≤ 4δe(x+2δ)β

δexβ ≤ 4e(2δ)β

,

ponieważ (x+ 2δ)β ≤ xβ + (2δ)β. Zatem µ jest δ-podwajająca dla wszystkich δ ∈ (0,∞).

Poniższy przykład pokazuje, że istnieją przestrzenie metryczne z miarą takie, że za-

chodzi zwartość zanurzeń przestrzeni Mα
p,q i Nα

p,q w Lp, pomimo że przestrzeń metryczna

w żadnym punkcie nie jest lokalnie całkowicie ograniczona.

Przykład 130. (Skomplikowany grzebień) Istnieje ograniczona przestrzeń metryczna

z miarą (G, d, µ) taka, że żadna kula w (G, d) nie jest całkowicie ograniczona9, ale

dla wszystkich α, p ∈ (0,∞) i q ∈ (0,∞] zanurzenia Mα
p,q(G, d, µ) ↪→ Lp(G, µ) oraz

Nα
p,q(G, d, µ) ↪→ Lp(G, µ) są zwarte.

Dowód. Skonstruujemy ograniczoną przestrzeń metryczną taką, że żadna kula nie jest

całkowicie ograniczona, a następnie zadamy na niej niezdegenerowaną miarę borelowską,

która jest całkowalna.

Krok 1: Konstrukcja (G, d).

Niech D będzie przeliczalnym i gęstym podzbiorem przedziału (0, 1/4). Konstruujemy

G ⊆ (0, 1)N w następujący sposób. Niech I = {(t, 0, 0, . . . ) : t ∈ (0, 1/4)}. Dla dowolnego

n ∈ N i każdego #»

d := (d1, d2, . . . , dn) ∈ Dn rozważmy zbiór

I #»
d :=

{
(d1, d2/2, . . . , dn/2n−1, t, 0, 0, . . . ) : t ∈ (0, 2−n−2)

}
,

9W szczególności (G, d) nie jest całkowicie ograniczona.
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3. Zwarte zanurzenia

i definiujemy G ⊆ (0, 1)N jako

G = I ∪
∞⋃

n=1

⋃
#»
d ∈Dn

I #»
d .

Wyposażamy G w następującą metrykę: Niech x, y ∈ G, x = {xn}∞
n=1, y = {yn}∞

n=1. Jeśli

x = y, to kładziemy d(x, y) := 0. Natomiast jeśli x ̸= y, to definiujemy κ = κ(x, y) =

min{n ∈ N : xn ̸= yn} i kładziemy

d(x, y) := |xκ − yκ| +
∞∑

n=κ+1
(xn + yn).

Poniższy rysunek ilustruje jak jest realizowana odległość pomiędzy dwoma punktami

w (G, d).

Rysunek 3.1: Odległość pomiędzy x, y ∈ G.

Pokażemy, że (G, d) jest przestrzenią metryczną. Symetria i niezdegenerowanie są oczy-

wiste, więc wystarczy pokazać nierówność trójkąta. Niech x, y, z ∈ G będą takie, że x ̸= y,

y ̸= z, z ̸= x i rozważmy trzy przypadki.

a) κ(x, z) = κ(x, y).

Dla n < κ(x, y) mamy xn = zn i xn = yn, więc yn = zn. Stąd wynika, że κ(z, y) ≥

κ(x, y). Jeśli κ(z, y) = κ(x, y), to natychmiast otrzymujemy

d(x, y) = |xκ(x,y) − yκ(x,y)| +
∞∑

n=κ(x,y)+1
(xn + yn)

≤ |xκ(x,y) − zκ(x,y)| + |zκ(x,y) − yκ(x,y)| +
∞∑

n=κ(x,y)+1
(xn + zn + yn + zn)

= |xκ(x,z) − zκ(x,z)| +
∞∑

n=κ(x,z)+1
(xn + zn) + |zκ(z,y) − yκ(z,y)| +

∞∑
n=κ(z,y)+1

(zn + yn)

= d(x, z) + d(z, y).
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Natomiast jeśli κ(z, y) > κ(x, y), to dla n < κ(z, y) yn = zn, zatem

d(x, y) = |xκ(x,y) − yκ(x,y)| +
∞∑

n=κ(x,y)+1
(xn + yn)

= |xκ(x,z) − zκ(x,z)| +
∞∑

n=κ(x,z)+1
(xn) +

κ(z,y)∑
n=κ(x,z)+1

(yn) +
∞∑

n=κ(z,y)+1
(yn)

≤ |xκ(x,z) − zκ(x,z)| +
∞∑

n=κ(x,z)+1
(xn) +

κ(z,y)∑
n=κ(x,z)+1

(zn) + |yκ(z,y) − zκ(z,y)| +
∞∑

n=κ(z,y)+1
(yn)

≤ |xκ(x,z) − zκ(x,z)| +
∞∑

n=κ(x,z)+1
(xn + zn) + |yκ(z,y) − zκ(z,y)| +

∞∑
n=κ(z,y)+1

(yn + zn)

= d(x, z) + d(z, y).

b) κ(x, z) < κ(x, y)

Z powyższej nierówności mamy, yκ(x,z) = xκ(x,z) ̸= zκ(x,z). Stąd κ(z, y) ≤ κ(x, z). Gdyby

zachodziła ostra nierówność, to otrzymalibyśmy xκ(z,y) = zκ(z,y) ̸= yκ(z,y), co by oznaczało,

że κ(x, y) ≤ κ(z, y) < κ(x, z) < κ(x, y). Zatem musi zachodzić równość κ(z, y) = κ(x, z).

Wówczas

d(x, y) = |xκ(x,y) − yκ(x,y)| +
∞∑

n=κ(x,y)+1
(xn + yn)

≤ |xκ(x,z) − zκ(x,z)| + |zκ(z,y) − yκ(z,y)| +
∞∑

n=κ(x,y)
(xn + yn)

≤ |xκ(x,z) − zκ(x,z)| +
∞∑

n=κ(x,z)+1
(xn + zn) + |zκ(z,y) − yκ(z,y)| +

∞∑
n=κ(z,y)+1

(yn + zn)

= d(x, z) + d(z, y).

c) κ(x, z) > κ(x, y)

Podobnie jak w przypadku b), z powyższej nierówności wynika, że zκ(x,y) = xκ(x,y) ̸=

yκ(x,y), co oznacza że κ(z, y) ≤ κ(x, y). Gdyby zachodziła ostra nierówność, to otrzymali-

byśmy xκ(z,y) = yκ(z,y) ̸= zκ(z,y), co by oznaczało, że κ(x, z) ≤ κ(z, y) < κ(x, y) < κ(x, z).

Zatem musi zachodzić równość κ(z, y) = κ(x, y), a ponieważ κ(x, y) < κ(x, z), zatem
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xκ(x,y) = zκ(z,y). Stąd

d(x, y) = |xκ(x,y) − yκ(x,y)| +
∞∑

n=κ(x,y)+1
(xn + yn)

=
∞∑

n=κ(z,y)+1
(xn) + |zκ(z,y) − yκ(z,y)| +

∞∑
n=κ(z,y)+1

(yn)

=
κ(x,z)∑

n=κ(z,y)+1
(xn) +

∞∑
n=κ(x,z)+1

(xn) + |zκ(z,y) − yκ(z,y)| +
∞∑

n=κ(z,y)+1
(yn)

≤
κ(x,z)∑

n=κ(z,y)+1
(zn) + |xκ(x,z) − zκ(x,z)| +

∞∑
n=κ(x,z)+1

(xn) + |zκ(z,y) − yκ(z,y)| +
∞∑

n=κ(z,y)+1
(yn)

≤ |xκ(x,z) − zκ(x,z)| +
∞∑

n=κ(x,z)+1
(xn + zn) + |zκ(z,y) − yκ(z,y)| +

∞∑
n=κ(z,y)+1

(yn + zn)

= d(x, z) + d(z, y).

Krok 2: (G, d) jest ograniczona, ale żadna kula w (G, d) nie jest całkowicie ograniczona.

(G, d) jest ograniczona, ponieważ dla x, y ∈ G mamy

d(x, y) ≤
∞∑

n=1
(xn + yn) ≤

∞∑
n=1

(2−n−1 + 2−n−1) = 1.

Ustalmy teraz r ∈ (0,∞) i x ∈ G. Niech n = 0, jeśli x = (t, 0, 0 . . . ) dla

pewnego t ∈ (0, 1/4). W przeciwnym razie niech n ∈ N będzie takie, że x =

(d1, d2/2, . . . , dn/2n−1, t, 0, 0, . . . ) dla pewnego t ∈ (0, 2−n−2) oraz (d1, . . . , dn) ∈ Dn. Wy-

starczy pokazać, że kula B(x, r̃) nie jest całkowicie ograniczona, gdzie r̃ = min{r, t}.

Ustalmy ε ∈ (0, r̃/2) i zdefiniujmy zbiór

E = {e ∈ D : e
2n ∈ (t− r̃

2 , t)}.

D jest przeliczalnym zbiorem gęstym w (0, 1/4), więc zbiór E również jest przeliczalny.

Dla e ∈ E definiujemy

F ε
e =


{
(d1, d2/2, . . . , dn/2n−1, e/2n, s, 0, 0, . . . ) : s ∈ (ε, r̃

2)
}
, jeśli n ∈ N,{

e, s, 0, 0, . . . ) : s ∈ (ε, r̃
2)
}
, jeśli n = 0.

Ponieważ r̃
2 ≤ t

2 < 2−n−3, więc dla każdego e ∈ E, F ε
e ⊆ G. Ponadto dla każdego e ∈ E

F ε
e ⊆ B(x, r̃). Natomiast jeśli e1, e2 ∈ E są takie, że e1 ̸= e2, to dla dowolnych y1 ∈ F ε

e1

i y2 ∈ F ε
e2 zachodzi

d(y1, y2) > 2ε.
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Z drugiej strony gdyby istniała skończona ε-sieć {xi}N
i=1 kuli B(x, r̃), to ponieważ zbiór

E jest przeliczalny oraz

⋃
e∈E

F ε
e ⊆ B(x, r̃),

więc dla pewnego j ∈ {1, . . . , N} znaleźlibyśmy e1, e2 ∈ E, e1 ̸= e2 oraz y1 ∈ F ε
e1 , y2 ∈ F ε

e2

takie, że y1, y2 ∈ B(xj, ε). Z nierówności trójkąta otrzymalibyśmy, że

d(y1, y2) ≤ d(y1, xj) + d(xj, y2) < 2ε,

co prowadzi do sprzeczności. Stąd wynika, że kula B(x, r) nie jest całkowicie ograniczona.

Krok trzeci: Odpowiednie ponumerowanie elementów ze zbioru
∞⋃

n=1
Dn.

Ponumerujemy teraz elementy zbioru ⋃∞
n=1 D

n, tak aby ułatwić zadanie na G σ-ciała bo-

relowskiego i miary całkowalnej. Niech ϕ : P → D będzie dowolną bijekcją pomiędzy

zbiorem liczb pierwszych P i D. Dla dowolnego n ∈ N i każdego #»p = (p1, . . . , pn) ∈ Pn

definiujemy bijekcję pomiędzy ⋃∞
n=1 Pn i ⋃∞

n=1 D
n wzorem Φ( #»p ) = (ϕ(p1), . . . , ϕ(pn)). Zde-

finiujemy indukcyjnie bijekcję Ψ pomiędzy zbiorem ⋃∞
n=1 Pn a zbiorem liczb naturalnych.

Przejdziemy przez kilka pierwszych kroków, żeby podkreślić ideę konstrukcji. Dla 2 i 3

kładziemy Ψ(2) = 1,Ψ(3) = 2. Ponieważ 4 = 2 · 2, definiujemy Ψ((2, 2)) = 3. Natomiast 5

jest liczbą pierwszą, więc kładziemy Ψ(5) = 4. Teraz, skoro 6 = 2 · 3 = 3 · 2, więc Ψ((2, 3))

oraz Ψ((3, 2)) definiujemy dowolnie przy użyciu liczb 5 i 6.

Dla m ∈ N takich, że m ≥ 2, zdefiniujmy zbiór

Gm =
{
(p1, p2, . . . , pNk

) ∈ PNk : ΠNk
i=1pi = k dla 2 ≤ k ≤ m

}
.

Przypuśćmy, że dla pewnego m ≥ 2 zdefiniowaliśmy bijekcję

Ψ : Gm → {1, 2, . . . ,#Gm}

taką, że dla każdego 2 ≤ l < k ≤ m, jeśli #»p = (p1, . . . , pNl
) oraz #»q = (q1, . . . , qNk

) są

rozkładami na czynniki pierwsze odpowiednio l oraz k to Ψ( #»p ) < Ψ( #»q ).

Niech Ψ̃ będzie dowolną bijekcją pomiędzy Gm+1 \Gm oraz {n ∈ N : #Gm + 1 ≤ n ≤

#Gm+1}. Rozszerzamy Ψ na Gm+1, kładąc Ψ|Gm+1\Gm = Ψ̃.

Niech teraz bk := Φ ◦ Ψ−1(k). Definiujemy J0 = I oraz dla k ≥ 1 Jk := Ibk
. Zatem

G = ⋃∞
k=0 Jk.

Krok czwarty: Definicja σ-ciała i miary borelowskiej.

Dla k ∈ N ∪ {0} niech ak = diam(Jk) i rozważmy funkcję fk : (0, ak) → Jk daną wzorem
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fk(t) = (d1, d2/2, . . . , dn/2n−1, t, 0, 0, . . . ), gdzie (d1, d2, . . . , dn) = bk, jeśli k ∈ N oraz

f0 : (0, 1/4) → J0 jest dana wzorem f0(t) = (t, 0, 0, . . . ), jeśli k = 0. Oznaczmy przez Lk

σ-ciało zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue’a zawartych w (0, ak). Ponadto zdefiniujmy

ciąg funkcji gk : (0, ak) → R+ wzorem gk(y) = exp(−(y + k)2) dla y ∈ (0, ak).

Rozważamy miary νk zdefiniowane na Lk poprzez dνk = gkdl1. Przy pomocy odwzo-

rowań fk, na każdym Jk definiujemy σ-ciało obrazowe

Mk = fk#Lk = {Ak ⊆ Jk : f−1
k (Ak) ∈ Lk}

oraz miarę obrazową

µk(Ak) = fk#νk(Ak) = ν(f−1
k (Ak))

dla Ak ∈ Mk. Teraz definiujemy

M =
{
A ⊆ G : A =

∞⋃
k=0

Ak dla pewnych Ak ∈ Mk

}
oraz

µ(A) :=
∞∑

k=0
µk(A ∩ Jk) dla wszystkich A ∈ M.

·) M jest σ-ciałem.

Ponieważ Mk są σ-ciałami, więc natychmiast otrzymujemy, że ∅ ∈ M. Jeśli A ∈ M,

A = ⋃∞
k=0 Ak dla pewnych Ak ∈ Mk, k ∈ N ∪ {0}, to ponieważ Ak ⊆ Jk oraz {Jk}∞

k=0 są

parami rozłączne, więc

G \ A =
∞⋃

k=0
Jk \

∞⋃
k=0

Ak =
∞⋃

k=0
Jk \ Ak ∈ M.

Natomiast jeśli mamy rodzinę zbiorów {Ai}i∈N ⊆ M, to dla każdego i ∈ N istnieją

zbiory Ai
k ∈ Mk dla k ∈ N ∪ {0} takie, że

Ai =
∞⋃

k=0
Ai

k.

Wtedy

A :=
⋃
i∈N

Ai =
⋃
i∈N

∞⋃
k=0

Ai
k =

∞⋃
k=0

⋃
i∈N

Ai
k.

Ponieważ Mk są σ-ciałami, więc stąd wynika, że dla każdego k ∈ N ∪ {0}

Ak :=
⋃
i∈N

Ai
k ∈ Mk.
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Zatem A ∈ M co dowodzi, że M jest σ-ciałem.

· ·) µ jest miarą na M.

Wprost z definicji µ wynika, że µ(∅) = 0. Natomiast jeśli {Ai}i∈N jest rodziną zbiorów

parami rozłącznych w M, to

µ
( ⋃

i∈N
Ai
)

=
∞∑

k=0
µk

( ⋃
i∈N

Ai ∩ Jk

)
=

∞∑
k=0

∑
i∈N

µk(Ai ∩ Jk) =
∑
i∈N

∞∑
k=0

µk(Ai ∩ Jk) =
∑
i∈N

µ(Ai).

· · ·) µ jest borelowska.

Wystarczy pokazać, że dowolny zbiór otwarty U ⊆ G należy do M. Pokażemy naj-

pierw, że dla dowolnych x ∈ G i r ∈ (0,∞) kula B(x, r) ∈ M. Ponieważ

B(x, r) =
∞⋃

k=0
B(x, r) ∩ Jk =

⋃
{k∈N∪{0}:B(x,r)∩Jk ̸=∅}

B(x, r) ∩ Jk,

więc wystarczy pokazać, że jeśli B(x, r) ∩ Jk ̸= ∅, to B(x, r) ∩ Jk ∈ Mk. Ustalmy więc

takie k ∈ N ∪ {0}. Rozważmy dwa przypadki.

Jeśli k = 0, to wtedy J0 = I. Ustalmy dowolne t ∈ f−1
0 (B(x, r) ∩ J0) ⊆ (0, 1/4).

Wówczas y = (t, 0, 0, . . . ) ∈ B(x, r) ∩ J0. Niech ε = min{r − d(x, y), t, 1/4 − t}. Na mocy

nierówności trójkąta oraz definicji ε, zachodzi inkluzja

Ot,ε := {(s, 0, 0, . . . ) : s ∈ (t− ε, t+ ε)} ⊆ B(x, r) ∩ J0.

Stąd

(t− ε, t+ ε) = f−1
0 (Ot,ε) ⊆ f−1

0 (B(x, r) ∩ J0).

Z dowolności t wynika, że zbiór f−1
0 (B(x, r) ∩ J0) jest otwarty, więc w szczególności jest

mierzalny w sensie Lebesgue’a. Zatem B(x, r) ∩ J0 ∈ M0.

Dla k ≥ 1 dowód jest analogiczny. Niech Jk = Ibk
, gdzie bk = (d1, . . . , dn) ∈ Dn

dla pewnego n ∈ N. Ustalmy dowolne t ∈ f−1
k (B(x, r) ∩ Jk) ⊆ (0, 2−n−2). Wtedy y =

(d1, d2/2, . . . , dn/2n−1, t, 0, 0, . . . ) ∈ B(x, r) ∩ Jk. Niech teraz

ε = min{r − d(x, y), t, 2−n−2 − t}.

Tak jak w przypadku k = 0, zachodzi inkluzja

Ot,ε := {(d1, d2/2, . . . , dn/2n−1, s, 0, 0, . . . ) : s ∈ (t− ε, t+ ε)} ⊆ B(x, r) ∩ Jk

i stąd

(t− ε, t+ ε) = f−1
k (Ot,ε) ⊆ f−1

k (B(x, r) ∩ Jk),
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co pokazuje, że zbiór f−1
k (B(x, r)∩Jk) ∈ Lk, zatem B(x, r)∩Jk ∈ Mk. Pokazaliśmy więc,

że dowolna kula B(x, r) ∈ M. Ponieważ (G, d) jest ośrodkowa10, stąd wynika, że dowolny

zbiór otwarty U ∈ M. Zatem B(X, d) ⊆ M.

Krok piąty: Całkowalność miary µ.

Pokażemy teraz, że µ jest całkowalna. Możemy założyć, że r ∈ (0, 1/4). Niech x =

(t, 0, 0, . . . ) ∈ J0. Wtedy

B(x, r) ∩ J0 =
{
(y, 0, 0, . . . ) : max{0, t− r} < y < min{1/4, t+ r}

}
.

Ponieważ zachodzi

min{1/4, t+ r} − max{0, t− r} ≥ r,

więc stąd mamy

µ(B(x, r) ∩ J0) =
min{1/4,t+r}∫
max{0,t−r}

exp(−y2)dy ≥ r exp(−1/16).

Zatem
∫

J0

1
µ(B(x, r)) dµ(x) ≤ exp(1/16)/r. (3.5.5)

Niech teraz k ≥ 1 i x ∈ Jk = Ibk
, gdzie bk = (d1, . . . , dn) dla pewnego n ∈ N. Z definicji

G mamy, że x = {xi}∞
i=1, xi = di/2i−1 dla i = 1, . . . , n, xn+1 = t dla pewnego t ∈ (0, ak),

ak = 2−n−2 oraz dla i ≥ n+ 2 mamy xi = 0.

Istnieje skończony, rosnący ciąg nieujemnych liczb całkowitych i0, i1, . . . , in−1, in taki,

że i0 = 0, in = k oraz dla wszystkich 1 ≤ j ≤ n (d1, . . . , dj) = bij
.

Jeśli t ≥ r/2, to

µ(B(x, r) ∩ Jk) ≥
∫ t−r/4

t−r/2
exp(−(y + k)2) dy ≥ r/4 exp(−(t− r/4 + k)2).

Natomiast jeśli t < r/2, to rozważamy

L = min{j ∈ {0, 1, . . . , n} : B(x, r) ∩ Jij
̸= ∅}.

Ponieważ t < r/2, więc L < n. Niech x̃ = (x1, . . . , xL+1, 0, 0, . . . ) ∈ JiL
. Rozważamy dwa

przypadki.
10Ośrodkowość wynika na przykład z faktu, że na (G, d) zadaliśmy niezdegenerowaną miarę.
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Pierwszy przypadek: Załóżmy, że d(x, x̃) ≥ r/2. Dla j ≤ L + 1 mamy x̃j = xj.

Natomiast jeśli j > L+ 2, to wtedy x̃j = 0. Zatem

d(x, x̃) =
n+1∑

j=L+2
xj =

n∑
j=L+1

xj+1.

Korzystając z monotoniczności funkcji y 7→ exp(−y2), otrzymujemy

µ

(
B(x, r) ∩

n⋃
j=L+1

Jij

)
≥

n∑
j=L+1

∫ xj+1

0
exp(−(y + ij)2) dy

=
n∑

j=L+1

∫ ij+xj+1

ij

exp(−y2) dy

≥
∫ k+t

k−
∑n−1

j=L+1 xj+1
exp(−y2)dy

=
∫ t

t−
∑n

j=L+1 xj+1
exp(−(y + k)2)dy

≥
∫ t−r/4

t−r/2
exp(−(y + k)2)dy.

Drugi przypadek: Załóżmy, że d(x, x̃) < r/2. Z nierówności trójkąta mamy

B(x̃, r/2) ⊆ B(x, r).

Jeśli L = 0, to oznacza, że znajdziemy „odcinek” zawarty w B(x̃, r/2)∩J0 o długości r/2.

Niezależnie w jaki sposób ten odcinek jest zawarty w J0, z monotoniczności y 7→ exp(−y2)

otrzymujemy

µ(B(x, r)) ≥ µ(B(x̃, r/2) ∩ J0) ≥
∫ x1+r/2

x1
exp(−y2) dy

=
∫ t

t−r/2
exp(−(z + x1 − t+ r/2)2)dz

≥
∫ t−r/4

t−r/2
exp(−(z + k)2)dz,

gdzie ostania nierówność zachodzi, ponieważ x1 − t+ r/2 < 1 ≤ k.

Natomiast jeśli L ≥ 1, to z minimalności L wynika

µ(B(x, r)) ≥ µ(B(x̃, r/2) ∩ JiL
) ≥

∫ xL+1

xL+1−r/2
exp(−(y + iL)2) dy

=
∫ t

t−r/2
exp(−(z + xL+1 − t+ iL)2)dz

≥
∫ t−r/4

t−r/2
exp(−(z + k)2)dz,
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ponieważ xL+1 − t < 1 oraz iL ≤ k − 1.

Zauważmy, że we wszystkich powyższych przypadkach dla k ≥ 1 otrzymaliśmy nie-

równość

µ(B(x, r)) ≥
∫ t−r/4

t−r/2
exp(−(y + k)2) dy ≥ r/4 exp(−(t− r/4 + k)2).

Zatem
∞∑

k=1

∫
Jk

1
µ(B(x, r)) dµ(x) ≤ 4/r

∞∑
k=1

∫ ak

0
exp((t− r/4 + k)2) · exp(−(t+ k)2)dt

= 4/r
∞∑

k=1

∫ ak

0
(exp(−(t+ k)r/2 + r2/16)dt

≤ 4/r exp(r2/16)
∞∑

k=1

∫ k+ak

k
exp(−ry/2)dy

≤ 8/r2 exp(r2/16)
∫ ∞

r/2
exp(−z)dz

= 8/r2 exp(r2/16 − r/2) < ∞.

Łącząc powyższe oszacowanie z (3.5.5) oraz faktem, że G = ⋃∞
k=0 Jk wnioskujemy, że µ

jest całkowalna. Zwartość zanurzeń wynika natychmiast z uwagi 105.
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